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Vor nunmehr 28 Jahren erschien unter deöi Titel: „Die 
Unedle Ausdehnungslehre ^ ein neuer Zweig der Mathematik^, 
von Hermann Grassmann ein Werk, welches den Ge- 
danken einer geometrischen Analyse zur Ausführung brachte. 
Durch Aufstellung und Begründung eiuer Reihe von neuen 
Rechnungs- Operationen schuf der Verfasser eine Analysis, 
deren Formeln nicht nur eine unmittelbare Uebertragung auf 
räumliche Gebiete gestatteten, sondern ganz allgemein für 
eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen gelten. Er zeigte, 
dass auch die gewöhnliche Arithmetik nur als specielier Fall 
in seiner Analysis enthalten sei, und vereinigte auf diese Weise 
unter einem höheren Gesichtspunkte die beiden, scheinbar so 
heterogenen Wissenschaften, der Zahlenlehre und Raumlehre, 
die bisher nur widerstrebend und unvollkommen durch das 
Band der analytischen Geometrie zusammengehalten wurden. 
Zahlreiche Anwendungen auf Geometrie und Stereometrie, 
auf Statik und' Mechanik, selbst auf Magnetismus und 
Krystallographie bewiesen auf das Schlagendste, dass die 
neue Analysis die einzige, der Natur dieser Wissenschaften 
angemessene sei,, während das bisherige Verfahren oft die 
weitesten Umwege durch mühsame Formeln erfordert^, um 
zu einfachen Zielen zu gelangen. Nur in einem Punkte (der 
Addition der Strecken) berührte sich Grassmann's Arbeit mit 
einer früheren (Möbius' barycentrischem Oalcul); im üebrigen 
war der ganze grosse Ideenreichthum des Werkes neu. — Den 
Gedanken einer geometrischen Analyse überhaupt hatte aller- 
dings schon Leibniz ausgesprochen, und zur Durchführung 
desselben in seiner „geometrischen Charakteristik'^ einen 
Versuch gemacht. Es ist das Verdienst der Fürstlich Jablo- 
nowski'schen Gesellschaft, diesen Leibniz'schen Gedanken der 
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Vergessenheit entrissen zu haben; und nichts konnte gün- 
stiger zusammentreffen, als das Erscheinen der Ausdehnungs- 
lehre und der fon jener Gesellschaft gestellten Preisaufgabe: 
„ den von Leibniz erfundenen geometrischen - Calcul wieder 
herzustellen und weiter auszubilden^ oder einen ihm ähnlichen 
aufzustellen/' Mit einer kurzen Darstellung der theilweise 
schon weiter ausgeführten Hauptgedanken der Ausdehnungs- 
lehre, eingeleitet durch einen kritischen Rückblick auf Leibniz' 
Bestrebungen, erwarb Grassmann den Preis. Drei Jahre 
später als die Ausdehnungslehre (1847) erschien die Preis- 
schrift, gefolgt von einer commentirenden Abhandlung von 
Mobius. In den folgenden zehn Jahren brachte Grelle 's 
Journal eine Reihe von Aufsätzen, in welchen Grassmann 
Anwendungen seiner Analysis auf die höhere Geometrie gab. 
Aus allen diesen Arbeiten ist am bekanntesten die nach dem 
Entdecker genannte Erzeugungsart der Oberflächen 3^'^'" Ord- 
nung. Dahingegen vermochte gerade die wichtigste Arbeit, 
die Ausdehnungslehre, nicht, in grössere Kreise zu dringen 
oder zu weiterer Bearbeitung Anregung zu geben. — Die 
Gründe hierfür sind theils in den Zeitverhältnissen, theils in 
der Sache selbst zu suchen. — Ein Zeitalter, welches die 
imaginären Grössen noch als unmögliche ansah, und die 
„nicht-euklidische" Geometrie mit Kopfschütteln betrachtete, 
konnte natürlich auch an den n Dimensionen der Ausdeh- 
nungslehre nur wenig Geschmack finden, und noch weniger 
' vielleicht an den ungewohnten Operationen mit ebenso un- 
-. gewohnten Objecten. Dazu kam wohl auch der umstand, 
dass die mathematischen Kräfte der letzten Jahrzehnte vollauf 
beschäftigt waren mit der Ausbildung det Theorieen eines 
Jacobi, Dirichlet, Steiner, Mobius, Plücker, Hesse 
und Anderer, die alle einen Kreis eifriger Schüler um sich 
sammelten, während dem Verfasser der Ausdehnungslehre 
das Geschick eine gleiche Wirksamkeit versagt hatte. — End- 
lich aber darf nicht unberücksichtigt bleiben , dass das Werk 
in seiner mehr philosophischen als mathematischen Form, 
ungewöhnlichen Inhalt in ungewöhnlicher Form bietend, dem 
Studium grosse Schwierigkeiten entgegensetzte, deren Bewäl- 
tigung nicht einmal ein sehr lockendes Ziel verhiess. Denn 
die Ideenkreise des Buches lagen von denen der übrigem 



— VII — 

gleichzeitigen Bestrebungen in der Mathematik weit entfernt, 
und die räumlichen Anwendungen kamen meist nur der Ele- 
mentar- Geometrie zu Gute, welche damals noch unerschüttert 
auf der Euklidischen Basis thronte. — Aus der Wahrnehmung 
dieser Schwierigkeiten ging nun eine neue Bearbeitung der 
Ausdehnungslehre hervor, die gleichzeitig einen zweiten (schon 
in der ersten Ausgabe in Aussicht genommenen) Theil um- 
fasste, und im Jahre 1862 erschien. Hier .sehen wir den 
ganzen Stofif in die mehr gegliederte Form von Lehrsätzen 
und Beweisen gebracht. Aber wenn auch dadurch eine dem 
Mathematiker geläufigere Form der Darstellung erreicht war, 
so hatte doch die Sache selbst wenig gewonnen, da die neue 
Form den Ueberblick über das ganze System wesentlich er- 
schwerte, und die Beweise in ilirer nothwendigen Länge un- 
gemein ermüdend waren. So hat denn bisher auch diese 
zweite Bearbeitung die Zahl der Freunde dieser neuen Wissen- 
schaft, soweit mir bekannt geworden, nicht erheblich ver- 
mehrt. — Gleichwohl deuten alle Anzeichen darauf hin, dass 
die Zeit, wo dieselbe in die Entwickelung der Mathematik 
eingreifen wird, nicht mehr fem ist. — Die neueren Methoden 
der analytischen Geometrie nähern sich schon vielfach den 
Ideen der Ausdehnungslehre, und von den symbolischen Punkt- 
gleichungen Hessens ist beispielsweise nur noch ein Schritt 
bis zu den Punktgrössen Grassmann 's. ^) Auch sonst sind 
in manchen Fällen von Anderen dieselben oder ähnliche Re- 
sultate gefunden worden, wie sie an weniger beachteten Stellen 
der Grassmann'schen Schriften niedergelegt sind. Vom 
Standpunkte der höheren Geometrie aus ist neuerdings eben- 
falls das Gebiet der n Dimensionen betreten worden, und. 
die elementare Geometrie, . die den nächsten und grossten 
Nutzen aus den Anwendungen der Ausdehnungslehre zu ziehen 
berufen ist, sucht sich aus den Fesseln des Euklidischen Sy- 



*) Diese nahe Beziehung fiel mir besonders auf, als ich eine mit 
den Methoden der neueren Geometrie (1865) ausgeführte Arbeit über 
zwei reciproke Oberflächen nach den Principien der Ausdehnungslehrö 
umarbeitete (Schulprograram Waren 18T1). — Vgl. auch z. B. Nr. 167 
— 172 des vorliegenden Baches mit^er Darstellung desselben Gegen- 
standes bei Hesse, Yorlesgn. aus d. anal. Geom. d. geraden Linie 
(Leipzig 1865) S. 51—69. 
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stems zu befreien, um mit der neueren Geometrie die noch 
immer entbehrte und doch so sehr nöthige Fühlung zu ge- 
winnen^ Endlich hat es in jüngster Zeit auch nicht an be- 
achtenswerthen Stimmen gefehlt, welche der neuen Wissen- 
schaft ihre Anerkennung, ja selbst Bewunderung zollten.*) 

Unter diesen Umständen habe ich es in vorliegender 
Arbeit unternommen, die Ausdehnungslehre auf die räum- 
lichen Gebiete anzuwenden, oder mit anderen Worten: diese 
Wissenschaft, anstatt für ein Gebiet von n, für die Gebiete 
von 0, 1, 2, 3 Dimensionen zu behandeln. Der Vortheil, 
welcher aus dieser Behandlungsweise erwächst, ist ein dop- 
pelter. Erstens finden die im Fortschritt der Analysis ge- 
wonnenen Formeln ihre Anwendung auf die anschaulichen 
Gebilde des Raumes und gewinnen dadurch an Begreiflich- 
keit und an Reiz; auch kann für diese vier ersten Stufen 
der Ausdehnungslehre die ganze Terminologie der Raumlehre 
entlehnt werden. Sodann aber giebt jedes neue Gebiet, wel- 
ches man betritt, zu einer Wiederholung und Erweiterung 
der im vorigen angestellten Betrachtungen Anlass, wodurch 
die Aneignung der neuen und ungewohnten Operationen un- 
gemein erleichtert wird. — Um nun mit Hilfe der Ausdeh- 
nungslehre die Raumlehre zu begründen, ist es keineswegs 
nöthig, das ganze Material der neuen Analysis anzuwenden. 
Schon die Hauptbegriffa und die Grundformeln reichen hierzu 
aus, während der volle Reich thum^ an Beziehungen, den die 
Ausdehnungslehre enthält, erst in höheren Gebieten zur Ent- 
faltung kommt. Daher dient diese Schrift auch eben nur 
^ur Einführung in jene Wissenschaft, und soll das Studium 
derselben erleichtem. Dieselbe würde, falls der vorliegende 
erste Theil den Beifall des mathematischen Publikums finden 



*) Man sehe namentlich: Hankel, Yorlesgn. üb. d. complexen 
Zahlen (Leipzig. 1867) S. 16, 105, 140, und Clebsch, Zum Gedächtniss 
an J. Plücker (Göttingen 1872) S. 8, 28. — üeber die Entstehung 
und Geschichte der Ausdehnungslehre (die ich an dieser Stelle nur im 
Allgemeinen, soviel zur Orientirung nÖthig ist, verfolgen konnte) geben 
die beredteste Auskunft die Vorreden zu den beiden Ausgaben der 
„Ausdehnungslehre". Ich bin überzeugt, dass, wer diese beiden Vor- 
reden gelesen, dieselben nicht ohne lebhaftes Interesse für den Ver- 
fasser und sein Werk aus der Hand legen wird. 
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sollte 9 durch einen zweiten, welcher das Gebiet des Raumes 
behandelte, ihren Abschluss finden, und es würde damit auch 
für eine analoge Darstellung der allgemeinen Ausdehnuugs- 
lehre der Weg einigermassen geebnet sein. 

Um in die ungemeine Mannigfaltigkeit der Beziehungen, 
wie sie schon im Gebiete der Ebene hervortritt, einige Ord- 
nung zu bringen, war ich auf die Aufstellung eme% Systems 
bedacht, welches, wenn sachgemäss, in jedem neuen Gebiete 
nur gehörig erweitert zu werden braucht. Ich hoflfe, dass 
durch Anwendung dieser Behandlungsweise auch die allge- 
meine Ausdehnungslehre an Uebersichtlichkeit und Fasslich- 
keit gewinnen wird. Diese, von der Grass mann 'sehen 
westptltch abweichende Darstellung nöthigte mich aber auch 
in einzelnen Fällen, wo ich keine Vorarbeit vorfand, zu selb- 
ständiger Ausfällung der entstehenden Lücken. Da ich stets 
auf die Parallelstellen in den Grass mann 'sehen Werken 
verwiesen habe, so wird der aufmerksame Leser jene Fälle 
leicht herausfinden und beurtheilen können.*) — Noch erlaube 

*) Zur Orientirung füge ich ein V^erzeichniss derj obigen Schriften 
Grassmann^s bei, welche für das vorliegende System von besonderer 
Bedeutung waren, und auf welche darin vielfach Bezug genommen wird. 

1. Die Unedle Ausdehntmgslehre^ ein neuer Zweig der Mathematik, 
dargestellt und durch Anwendungen auf die übrigen Zweige der Ma- 
thematik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die Lehre vom Magnetis- 
mus und der Erystallonomie erläutert. Leipzig 1844 bei Wigand. 

2. Geometrische Analyse^ geknüpft an die von Leibniz erfundene 
geometrische Charakteristik. Gekrönte Freisschrift (von der Fürstlich 
Jablonowski'schen Gesellschaft). Mit einer erläuternden Abhandlung 
von A. F. Möbius. Leipzig 1847 bei Weidmann. 

3. Die Ätcsdeihnirngsle^re. Vollständig und in strenger Form be- 
arbeitet. Berlin 1862 bei Enslin. 

4. Abhandltmgen in Cr eile 's Journal für reine und angewandte 
Mathematik. 

1) Theorie der Centralen. Bd. 24 u. 26. (1842). — 2) Grund- 
znge zu einer rein geometrischen Theorie der Curven, mit An- 
wendung einer rein geometrischen Analyse. Bd. 31. (1846). — 
3) Ueber die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch 
gerade Linien und über geometrische Definitionen diesen Curven. 
Bd. 36. (1848). — 4) Der allgemeine Satz über die Erzeugung 
aller algebraischen Curven durch Bewegung gerader Linien. — 
6) Die höhere Projectivität und Perspectivität in der Ebene, 
dargestellt durch geometrische Analyse. — 6) Die höhere Pro» 



ich mir, an dieser Stelle auf den Umstand aufmerksam zu 
machen^ dass eine beträchtliche Anzahl der aufgestellten 
Sätze unmittelbar auf das Gebiet der Mechanik übertragen 
werden kann. 

Wenn ich im Vorstehenden die Beziehung meiner Arbeit 
zur Äusdehnungslehre erörterte, so habe ich andrerseits noch 
den Standpunkt hervorzuheben, welchen sie gegenüber den 
bisherigen Bearbeitungen der Elementar -Geometrie vertritt. 

Während die verschiedenen Zweige der höheren Mathe- 
matik in der neueren Zeit durch stetige Vervollkommnung, 
namentlich Vereinfachung der Methoden, einen hohen Grad 
der Ausbildung erlangt haben, entbehren die Elemente der 
Mathematik bis auf den heutigen Tag nicht nur jene^ an- 
sprechenden Form, sondern überhaupt jeder wissenschaftlichen 
Begründung, jeder systematischen Behandlung, die auch nur 
entfernt mit den Darstellungen der höheren Mathematik sich 
messen könnte. Seit Ohm's „Versuch eines vollkommen con- 
sequenten Systems der Mathematik" ist überhaupt die An- 
zahl ähnlicher Versuche verschwindend klein gewesen, gegen- 
über der Unzahl von „Lehrbüchern" oder „Leitfaden" der 
elementaren Mathematik, welche alle den Versuch machten, 
das herkömmliche festgeordnete mathematische Pensum der 
höheren Lehranstalten in Formen zu bringen, die den wissen- 
schaftlichen oder pädagogischen Bedürfnissen ihrer Verfasser 
genügen sollten. Aber eben das durch alte Gewohnheit stipu- 
lirte Schulpensum hinderte jede freie Regung auf diesem 
Gebiete, welchem überdies fast nur solche Kräfte sich wid- 



jectivität in der Ebene, dargestellt durch Panktions verknüpf an - 
gen. Bd. 42. (1851). — 7) Erzeugung der Curven vierter Ord- 
nung durch Bewegung gerader Linien. Bd. 44. (1852). — 
8) Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung^ aller alge- 
braischen Oberflächen. — 9) Grundsätze der stereometrischen 
Multiplication. — 10) üeber die verschiedenen Arten der linea- 
len Erzeugung algebraischer Oberflächen. — 11) Die stereo- 
metrische Gleichung zweiten Grades und die dadurch darge- 
stellten Oberflächen. — 12) Die stereome'trische Gleichung 
dritten Grades und die dadurch erzeugten Oberflächen. — 
13) Sur les diff^rents genres de multiplication. Bd. 49. (1854). 
— 14) Die lineale Erzeugung von Curven dritter Ordnung.; Bd. 
62, (1866), 
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meten, die von vornherein dem Bedürfniss der Schule jede 
andere Bücksicht untierordneten. 

So erblicken wir denn noch heute in der betreffenden 
Literatur die „Arithmetik und Algebra^^ meist in Form eines 
Conglomerates Lose' zusammenhängender Rechenregeln mit 
allerlei aus alter Zeit stehen gebliebenen praktischen „An- 
hängen", so die „Geometrie und Stereometrie" als eine 
Sammlung willkürlicher Grundsätze, mehr oder minder dunk- 
ler Erklärungen und geometrischer Kunststücke. 

Dieser ungenügende Zustand der Elemente offenbart sich 
aber am deutlichsten in seinen Wirkungen auf das Studium der 
Wissenschaft. Ihm vorzüglich, nicht ihrem abstracten Inhalte, 
verdankt es die Mathematik überhaupt, dass sie selbst dem 
gebildeten Publikum gegenüber die Rolle einer modernen 
„schwarzen Kunst" spielt, nur zugänglich den besonders 
dafür prädestinirten Naturen. Ihrem gegenwärtigen Zustande 
verdanken es die Elemente insbesondere, dass sie auf der 
Schule die Plage so vieler sonst gut veranlagten Köpfe sind, 
dass sie nur einer verschwindenden Minderzahl ein Interesse 
abzugewinnen, und auch von dieser nur einen Bruchtheil zur 
Fortsetzung dieses Studiums zu begeistern vermögen. 

Aber je grösser die Fülle von Ergebnissen wird, mit 
welcher uns heut zu Tage die gesammten Naturwissenschaf- 
ten überschütten, und je mehr man zur Erkenntniss gelangt, 
eine wie oberflächliche und darum ungenügende Belehrung 
die sogenannten „populären" naturwissenschaftlichen Schrif- 
ten und Vorträge dem gebildeten Publikum gewähren, desto 
mehr wird auch der Werth einer wahren mathematischen 
Bildung steigen, desto mehr das Bedürfniss sich heraus- 
stellen, jedem Schüler, der die oberen Klassen verlässt, wenig- 
stens die Grundlagen dieser Bildung mitzugeben, während 
die dem Schüler gegenwärtig gebotenen Kenntnisse und 
Fertigkeiten für seine wissenschaftliche Bildung von sehr 
geringem Werthe sind, weil dieselben ihm keinen Begriff von 
einer wissenschaftlichen Methode geben', mit welcher er 
weiter arbeiten könnte. 

Wie sehr nun das Bedürfniss einer Neugestaltung, na- 
mentlich auf dem Gebiete der Raumlehre, sich schon gegen--^ 
wärtig geltend macht, jsei^t u. A. eine sehr lesens werthe 



— XII — 

redactionelle Aeusserung der „Ztschr. f. math. u. naturw, 
Unterricht", Jahrg. 1. (1870), S. 490, in welcher es schliess- 
lich heisst, es sei gerade ein Hauptzweck dieser Zeitsehrift, 
eine rationellere Lehrmethode der Geometrie mit begründen 
zu helfen. — Diesen Bestrebungen sich "anschliessend, möge 
das vorliegende System der Raumlehre als ein Versuch be- 
trachtet werden, das übliche Material der Geometrie auf einer 
durchaus neuen Basis zu verarbeiten, und zwar mittelst der 
heuristischen Methode, deren Werth für die bildende Kraft 
des Unterrichts allgemein anerkannt ist, der aber das bisher 
übliche System der Geometrie sich durchaus nicht fügen will, 
weil es die Mehrzahl seiner Resultate auf dem Umwege ge- 
winnt, welcher durch die Congruenz der Dreiecke führt.*) 

Da nun der Inhalt des Systems keineswegs überall mit 
demjenigen Stoffe zusammenfiel, welcher in den bisherigen 
Lehrbüchern behandelt zu werden pflegt, so wurden am Ende 
mehrerer Entwickelungsstufen unter der Rubrik „Erweiterun- 
gen" Abschnitte hinzugefügt, in welchen die zuletzt ent- 
wickelten Sätze zur Ableitung andrer bekannter Sätze benutzt 
wurden. — Auf diese Weise wurde fast das ganze Material 
der üblichen Lehrsätze an den geeigneten Stellen dem System 
eingefügt. Ausgeschlossen blieb nach dem Plane des Ganzen 
das Gebiet der Aufgaben. ' Nur beispielshalber wurden manche 
femliegende Sätze als Aufgaben der zugehörigen Entwicke- 
lung vorangestellt, und an dem Beispiele der einfachsten 
Constructionsauf gaben wurde gezeigt, wie aus dem Material 
der Sätze solche Aufgaben sich bilden lassen. — Diejenigen 
Gegenstände der neueren Geometrie, welche in den Lehr- 
büchern meistens nicht enthalten sind, namentlich die Grund- 
züge der älteren und neueren analytischen, und der neueren 
synthetischen 'Geometrie traten natürlich von selbst durch 
die Entwickelung des Systems an ihrem Platze hervor; hier 
wurde jedoch das Gebiet der Erweiterungen mit den Linien 
zweiten Grades geschlossen, um dem Ganzen den Charakter 
des Elementaren zu erhalten. — Für die Anwendung der 



*) Man vergleiche die Kritiken dieses Systems bei Hankel, Die 
Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten (Tübingen 
1869), S. 9, und Grass mann, Ausdehnungslehre I. § 21 ff. 
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Ausdehnuiigslelire auf Probleme der höheren Geometrie ist 
durch diese Grundlagen der Weg geebnet. Wie sehr die 
Behandlung auch dieser Gegenstände an Einfachheit gewinnt^ 
hat Grassmann selbst in seinen Abhandlungen an mehreren 
Beispielen gezeigt; und der systematische Ausbau der höheren 
Geometrie nach dieser neuen Methode wird einst eine loh- 
nende Aufgabe sein. 

Ich bin mir wohl bewusst, dass die von mir vertretenen 
und in dieser Arbeit niedergelegten Ideen denjenigen nicht 
gefallen werden, welche den gegenwärtigen Zustand der Ele- 
mentar -Mathematik für befriedigend halten, sei es, dass sie 
selbst an der Verbesserung desselben auf der alten Basis mit- 
gearbeitet, oder dass sie sich auch nur in die von Jugend 
auf genährten Anschauungen eingelebt haben. Aber ich darf 
auch bei allen meinen Lesern jenes Interesse an der Ent- 
wickelung der Wissenschaft voraussetzen, welches eine vor- 
urtheüsfreie Prüfung neuer Anschauungen ermöglicht, imd, 
wenn dieselben als ein Fortschritt gegen die alten sich heraus- 
stellen, in dem weiteren Ausbau derselben eine lohnende 
Arbeit findet. 

Und so möge denn dieses Buch einerseits als Einleitung 
in die Ausdehnungslehre, andrerseits als neues System der 
Geometrie der Aufmerksamkeit des mathematischen Publikums 
empfohlen sein. 

Waren, im September 1872. 

V. ScMegel. 
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Einleitung.*) 



In der Ausdehnungslehre betrachten wir die aufeinander- 1. 
folgenden Zustände eines Dinges als verschieden. Die Aen- 
derung, durch welche diese Zustände erzeugt werden, nennen 
wir Bewegung y und das Ding selbst in seinen verschiedenen 
Zuständen: Punkt — Den Inbegriff einer ununterbrochenen 
(stetigen) Reihe solcher Zustände nennen wir ein Gehildey 
und bezeichnen mit demselben Namen auch den InbegrifiF 
der successiven Zustände eines bewegten Gebildes. 

Anm* In der That erscheinen selbst im Sprachgebrattche Dinge 
aller Art als Punkte, sobald es sich um keine ihrer sonstigen Eigen- 
schaften handelt, sondern nur um die Bewegung, welche die Dinge 
selbst machen müssen, um zu einander zu gelangen^ oder unser Geist, 
um von einem zum andern zu kommen. In diesem Sinne werden z. B. 
Städte auf einer Landkarte, die Sterne am Himmel, Menschen, die wir 
aus grösserer horizontaler oder vertikaler Entfernung erblicken^ ja selbst 
Landflächen, sobald nur ihre Oertlichkeit hervorgehoben wird, als Punkte 
aufgefasst und bezeichnet. — Dieselbe Abstraction aber, welche uns 
von der concreten Einheit zum Begriff der Zahl Eins führt, leitet uns 
auch von dem als Punkt aufgefassten Dinge zum Begriff des Punktes 
selbst. 

Indem man einen Punkt sich bewegen lässt, und die von 2. 
ihm continuirlich durchlaufenen Zustände zu einem Begriflfe 
vereinigt, erhält man ein Gebilde V^^ Stufe. Ebenso entsteht 
aus einem bewegten Gebilde V^^ Stufe ein Gebilde 2^^^ Stufe 
u. s. f. — Die Bewegung, durch welche ein Gebilde hervor- 
gegangen ist, haffcet an ihm als eine Eigenschaft, die man 
Ausdehn/ung nennt. Hiernach hat der Punkt selbst (Gebilde 
O*«»" Stufe) Jeeine Ausdehnung, ein Gebilde 1*«' Stufe eine, 
überhaupt ein Gebilde n^"^^ Stufe n Ausdehnungen. 

Jede Bewegung kann begrenzt oder unbegren0t gedacht 3. 
werden. 



*) Vgl. Grassmann, Ausdehnungslehre I. Einleitung S. XXVII ff. 

Schlegel, Syit. d. Banmlehre. 1 
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Im ersten Falle bilden der Anfangs- und der Endzustand 
des bewegten Gebildes die Grenzen für das erzeugte Gebilde. 
Durch diese Begrenzung erhält das erzeugte Gebilde die Eigen- 
schaft der Grösse y vorausgesetzt, dass das bewegte Gebilde 
ebenfalls ein begrenztes war. 

Anm. Uebereinstimmang in der Grösse heisst Gleichheit, 

Ein Gebilde w*®"^ Stufe heisst also begrenzt, wenn es durch 
begrenzte Bewegung eines begrenzten Gebildes (n — 1)^®** 
Stufe entstanden ist. — Durch unbegrenzte Bewegung eines 
begrenzten, oder durch begrenzte Bewegung eines unbegrenz- 
ten Gebildes entsteht ein unvollkommen begrenztes Gebilde; 
durch unbegrenzte Bewegung eines unbegrenzten Gebildes 
entsteht wieder ein unbegrenztes. — Das Element selbst kann 
als begrenztes Gebilde beträchtet werden. — Ein begrenztes 
Gebilde heisst kurz: Grosse. 

Indem ein bewegtes Gebilde aus dem Endzustande auf 
dem vorigen Wege in den Anfangs^ustand zurückkehrt, er- 
zeugt es dasselbe Gebilde höherer Stufe zum z weitenmale, 
nur in umgekehrter Reihenfolge der Zustände. Die neue Be- 
wegung heisst: der ersten entgegengesetzt. Jedes durch Be- 
wegung erzeugte Grössengebilde kann also auf 2 Entstehungs- 
weisen zurückgeführt werden, die einaiider entgegengesetzt 
heissen. 

Soll zweitens die Bewegung eines Gebildes unbegrenzt 
gedacht werden, so muss das erzeugende Gebilde zwei ent- 
gegengesetzte Bewegungen ausführen, da bei einer Bewegung 
allein sein. Anfangszustand eine Grenze für das neue Gebilde 
sein würde. Durch die ursprüngliche Stellung des bewegten 
Gebildes wird also das neue Gebilde in zwei Theile getheilt, 
von denen man sagt, dass sie auf beiden Seiten des ersteren 
liegen. — Ein unbegrenztes Gebilde n^^" Stufe heisst ein 
System n^^^ Stufe, und ist der InbegrifiF aller Aenderungs- 
weisen, welche ein unbegrenztes Gebilde (n — l)*®*^ Stufe bei 
vorgeschriebener Art der Bewegung erleiden kann. — Das 
Element kann auch als System 0^^^ Stufe betrachtet werden. 

Bewegt ein Gebilde sich so, dass es, ohne den früheren^ 
Weg ZU' durchlaufen, in den Anfangszustand zurückkehrt, so 
entsteht ein begrenztes Gebilde, dessen beide Grenzen zu- 
sammenfallen, und auf welchem unbegrenzte Bewegung ohne 
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Umkehr möglich ist, indem derselbe Weg unaufhörlich zurück- 
gelegt werden kann. 

Ein begrenztes 'Gebilde kann stets als Theil eines unbe- 
grenzten von gleicher Stufe betrachtet werden; man erhält 
es aus dem letzteren, indem man zwei Zustände des beweg- 
ten Gebildes als Grenzen auf dem System festsetzt.' — Um- 
gekehrt kann ein unbegrenztes Gebilde als Fortsetzung eines 
b^renzten angesehen werden, und ist dann durch die beiden 
/Grenzen des letzteren vollkommen bestiramtw 

Es giebt eine unbeschränkte Menge von Bewegmigen, i:. 
zwischen denen ein Punkt im Anfange seiner Aendferung die 
Wahl hat. Das unterscheidende Merkmal einer solchen An- 
fangsbewegung heisst ihre Richtung. 

Fährt der Punkt in der einmal gewählten Anfangs- 
bewegung fort, so heisst seine Gesammtbewegung einfach. 
Das Merkmal einer einfachen Bewegung ist also ebenfalls 
ihre Richtung. . 

Wählt aber der Punkt unablässig neue Anfangsbewegun- 
gen, so heisst seine Gesammtbewegung zusammengesetzt. Das 
Merkmal einer zusammengesetzten Belegung ist ein Gesetz, 
nach welchem die beständige Aenderung der Richtung erfolgt» 

Die Reihenfolge zwischen mehreren Bewegungen eines 
Punktes oder Gebildes ist für den Endzustand desselben gleich- 
giltig. 

Durch die besondere Art der Bewegung erlangt das er-, 
zeugte Gebilde die Eigenschaft der Gestalt. Alle einfachen 
(d. h. durch einfache Bewegung entstg-ndenen) Systeme gleicher 
Stufe haben hiernach gleiche Gestalt. Ueberhaupt haben Ge- 
bilde, welche durch dasselbe Bewegungsgesetz entstanden sind, 
gleiche Gestalt. 

Anm. Uebereinstimmung in der Gestalt heisst Aehnlichkeit, in 
Gestalt und Grösse: Congruenz. 

Auch ein Gebilde irgend welcher Stufe wird einer ein- 
fachen oder einer zusammengesetzten Bewegung unterworfen 
werden können. Ein Gebilde n*®"^ Stufe heisst einfach,' wenn 
es durch einfache Bewegung eines einfachen Gebildes (w — 1)**^^ 
Stufe entstanden ist; andernfalls heisst es zusammengesetzt 
Das Element selbst wird als einfaches Gebilde betrachtet. 

Sowohl die Grössengebilde i^'®*" Stufe, als die Grenzen 

1* 
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derselben, welche Gebilde {n — 1)*®"^ Stufe sind, werden an 
Systemen n^^^ Stufe betrachtet. Demnach kann man sagen, 
ein System w*^"^ Stufe sei ein Gebiet y welches Grössen von 
höchstens w*®*", und Systeme von höchstens (w — l)*«*" Stufe 
umfasst. 

Die ersten Gebiete heissen ihrer Stufenfolge nach : Punkt, 
Gerade, Ebene, Raum. 

Zur Bezeichnung der verschiedenen Gebilde bedient man 
sich einzelner Buchstaben, oder gesetzmassiger Vereinigungen 
von Buchstaben. Die Gebilde der vier ersten Gebiete können 
ausserdem durch Zeichnungen dargestellt werden, ebenso die 
zwischen diesen Gebilden herrschenden Beziehungen. Eine 
solche Zeichnung heisst Gonstruction. 



Erste Abtheilung.* 
Gebiet des Punktes. 

I. Der Punkt als System. 

5. Die verschiedenen Zustände eines "bewegten Punktes nen- 
nen wir seine Lagen. Diese letzteren können wieder als 
selbständige feste Punkte betrachtet werden. Also: 

1) Ein bestimmter bewegter Punkt ist gleichbedeutend mit 
einer Reihe beliebiger fester Punkte. 

2) Ein fester Punkt hat das Merkmal einer bestimmten 
Lage und unterscheidet sich durch dieselbe von jedem anderen 
festen Punkte. 

3) Ein Punkt, der anfangen soll, sich zu bewegen, kann 
nur seine Lage ändern. 

IL Grössen im Gebiete des Punktes. — Die Pünktgrösse. 

6. Wenn ein Punkt e^ gegeben ist, so sagen wir, eine 
Grösse A sei aus ihm abgeleitet, wenn 

A = a^ . e, 

ist, wo «1 eine reelle Zahl ist. Es ist hiernach A eine ein- 
fache, oder vielfache PunTdgrössey die räumlich mit Cj zu- 
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sammenfällt; und wir nennen A eine Grösse ersten Grades, 
insofern sie durch eine Gleichung ersten Grades aus e^ be- 
stimmt ist. 

Anm. Es ist also zu unterscheiden zwischen dem reinen Aus- 
dehnungsgebilde des Punktes und der mit dem Zahlenfactor behafteten 
Punktgrösse. 

Für Punktgrossen, wie Äy gelten nun alle Gesetze der?. 
Rechnung mit Produkten, da man unter a^ . e^ nichts anderes 
versteht, als die Summe ^i +»ßi + • • • («jmal). Es ist also: 
ßi.Ä = («1.. /JJ ßj ; Ä:ßy = («i : /J,) . e, ; ei=A: a^; 

ferner, wenn B =^ ß^ e^ ist, wobei ,Ä und B gleichnamig 

heissen : 

Ä±B=ia,±ß,)er, 

Ä:B={a^ Ci) : (ß^ e,) = (a, : ß^) . (e, : e,) = a, : /Sj, 
da Ci = 1 . Cj ; also e^ : e^ = 1 ist; d. h. : 

Produkt und Quotient aws einer Punktgrösse und einer 
Zahl ist eine gleichnamige Punktgrösse. 

Summe und Differenz von gleichnamigen Punktgrössen ist 
wieder eine gleichnamige Punktgrösse. 

Der Quotient zweier gleichnamigen Punktgrössen ist eine 
Zahl. 

Der Inbegriff aller aus dem Punkte e^ ableitbaren Grossen g. 
heisst sein Gebiet. Räumlich fallt dieses Gebiet mit 6) zu- 
sammen. Verschiedene Punkte sind daher ebenso viele ver- 
schiedene Gebiete. 

Zwischen zwei Punktgebieten, die aus e^ resp. Cj abge- 
leitet sind, giebt es kein gemeinsames Gebiet ; dagegen heisst 
das aus e^ und €2 abgeleitete Gebiet ihr verbindendes Gebiet. 

Wenn Ä =^ cc^e^ und B = ß^e^, so ist 

ß\^ = ^\ßx^i 

folgUch ß,A = a,B, 

d. h.: Zwischen zwei gleichnamigen Punktgrössen besteht stets 
eine Zahlbeziehung. 

Aus ß^Ä = a^B folgt weiter: 

A^^'B-, B = ^'A, 
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d,. h.: Jede Grösse im Gebiete des Punktes e^ kann statt atts 
e^ auch aus Jeder anderen, Grösse desselben Gebietes abgeleitet 
werden. 

Setzt man e^ = \, so heisst e^ eine Einheit erster Stufe;- 
und es kann nun jede Grösse im Gebiete des Punktes e^ . als 
einfache Zahl ausgedrückt werden. 

Zwei FunMgrössen sind gleich, wenn- ihre Zahlenfadoren 
(Coefficienten) gleich sind, und sie in demselben Funktgebiete 
liegen. 



Zweite Abtheilung. 
Gebiet der Geraden. 

I. Die Gerade als System. 

9. 1. Bestimmung durch, einen bewegllclien Funkt. 

Wenn ein Punkt seine Lage durch einfache Bewegung 
ändert, so heisst das von ihm erzeugte Gebilde (sein Weg): 
eine Gerade (gerade Linie). 

Die Eigenschaften einer Geraden sind bestimmt: 

1. Durch die Lage eines sie erzeugenden Punktes. 

2. Durch die beständige Bichtu/ng der Bewegung dieses 
Punktes. 

Die Merkmale einer Geraden sind hiernach: Lage und 
Bichtung. 

Jeder Punkt auf derselben Geraden kann als erzeugender 
angenommen werden. Jeder dieser Punkte theilt daher die 
Gerade in zwei Theile, und kann sich in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen auf ihr bewegen. 

Jede Gerade repräsentirt demnach 0wei entgegengesetzte 
Bichtungen, und eine bestimmte Classe von Lagen, 

Durch einen beliebigen Punkt auf ihr ist die Lage einer 
Geraden, durch einen zweiten auch ihre Bichtung bestimmt, 
da dieser zweite als eine spätere Lage des ersten, bewegten, 
betrachtet werden kann, also auch die Richtung der Bewe- 
gung bezeichnet. 

Eine Gerade und ein Funkt haben also dieselbe Lage, 
wenn der Punkt auf der Geraden, verschiedene Lage, wenn 
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der Punkt ausserhalb der Geraden liegt. — Eine Gerade, 
welche anfangen soll, sich zu bewegen, kann also entweder 
ihre Lage oder ihre Bichtung ändern. 

2. Bestimmung durch mehrere feste Funkte. 10. 

Eine beliebige feste Gerade a ist durch zwei beliebige 
ihrer Punkte, Ä, B, vollkommen bestimmt. — Sie ist es noch, 
wenn man Ä mit B vertauscht. Durch diese Vertauschungs- 
fähigkeit ist ihre zweifache Richtung ausgedrückt. — 

Hiemach ist die Ableitung einer Geraden aus zwei Punk- 
ten vergleichbar der Ableitung einer Summe aus zwei Sum- 
manden; wir können daher sagen: 

Ä -\- B = a] Die Summe zweier Punktsysteme Ä und 
B -\- Ä = a. £ ist die durch sie bestimmte Gerade a. 

Sind drei Punkte auf der Geraden gegeben, Ä, B, C, 
so ist die Gerade schon durch zwei beliebige davon bestimmt. 
Also: 

wenn Ä + {B + C) = B + {C+ Ä) = C+ {Ä + B)==a, 

so ist: B'^C=C + Ä = Ä + B = a, 

Aus den letzten beiden Formeln folgt noch 

Ä -\- a = a. 

Dies ist die Bedingung, unter welcher ein Punkt A auf einer 
Geraden a liegt. 

Betrachtet man in der letzten Pormöl Ä und a als 
Grössen, so muss entweder a"= bo, oder A = gesetzt wer- 
den; d. h.: die Gerade enthält eine unbestimmte Menge von 
Punkten; der Punkt hat, mit der Geraden verglichen, keine 

Grösse. 

Anm. Die Gonstruction einer Geraden aus zwei auf ihr gegebenen 
Punkten wird mit Hülfe des Linieals ausgeführt. 

'. • " * ' 

n. Grössen im Gebiete der Geraden; 

A. Abgeleitet aus einem beweglichen Punkte. — 

Die Strecke. 

a) Einmalige Bewegung des Punktes. — Eine Strecke. 

Durch begrenzte Bewegung eines Punktes entsteht ein n. 
die Lagenänderung des Punktes bezeichnender Theil einer 
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Geraden, der Strecke genannt wird» Dieselbe ist vollkommen 
begrenzt, also eine Grösse, weil der sie erzeugende Punkt 
selbst vollkommen begrenzt ist (als Grösse betrachtet). — 
Als Grenze an der Strecke heisst ein Punkt: Endpunkt. 

Eine Strecke a ist durch ihre beiden Endpunkte Ay B 
vollkommen bestimmt. Als vollkommen begrenztes Gebilde J 

ist sie namenüich auch ihrer Grösse nach bestimmt. — Aber 1 

als Grösse betrachtet darf sie keine Zweideutigkeit in Bezug 
auf ihre Richtung enthalten. Nun erhält sie durch Yertau- 
schung von A und B die entgegengesetzte Richtung. 

Also entspricht die Ableitung einer Strecke aus zwei 
Punkten der Ableitung einer Dififerenz aus Minuend und Sub- 
trahend; wir können daher sagen: 

A — B = a Die Differenz (JEn^ernung) zweier 

B — A = ( — a) . Punkte A und B ist die durch die- 

selben bestimmte Strecke a. 

b) Mehrmalige Bewegung des Punktes.— Mehrere Strecken. 

12. Wenn ein Punkt von A nach B, und dann von B nach 
C sich bewegt, so legt er im Ganzen die Strecke von A 
nach C zurück. Da nun 

4 ■ 4 f {A-S)-{-iB-C)^{Ä-C), 

so ist die letztere Strecke die Summe der beiden ersteren; d. h.: 
die Summe zweier mit ihren einen Endpunkten aneinander 
gelegten Strecken ist die Strecke zwischen ihren anderen End- 
punkten. 

13. Durch Anwendung des BegriflFs der Subtraction findet 

man: 

(^ — J5) = (^ — C) - (-B — C). 

d. h.: Die Differenz zweier mit ihren einen Endpunkten 
aufeinander gelegten Strecken ist die Strecke zwischen ihren 
anderen Endpunkten. 

14. Fallen die Punkte A und B zusammen, d. h. ist A = B, 
so ist 

J f (A—A) = {A — C) — {A — C)=0. 

15. Fallen die Punkte A und C zusammen, d. h. ist A = C, 
so ist 
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{Ä-B) = {Ä-Ä)~{B- Ä) A ^ 

= — (B-^Ä) ^ ' ' 

Strecken mit entgegengesetzter Bichtung werden also be- 
handelt toie Zahlen mit entgegengesetzten Vorzeichen. 

Aus 15. folgt noch: 16^ 

{A^B) + {B-A) = 

und die Formel 13. lässt sich in folgenden drei Formen 
schreiben: 

{A-B)=^{A~C) + {ß-B) ^_ f =f 

iB-C) = {B-A) + (^A- C) f 4 f 

{A-C) = {ß-C) + {A-B). i ^ f 

Alle drei aber geben: 

womit die Ausdehnung unserer Betrachtung auf mehr als 
zwei Strecken eingeleitet wird. 

Anwendung des Begriffs der MuUiplication, — • Seien n 17. 
Strecken auf einer Geraden : {A — B), {B—C), (C ~ D) . .. 
(Jf — N) einander gleich, so kann, wenn 

{A — B) = {B—C) {M-N) = a 

ist, die Summe derselben: 

4-^ — e ^—4 

A — N = n .a ^ ' 

gesetzt werden. Sei 

so ist: 

bder : 

5 : a =T= w, 

d. h.: Der Quotient zweier Strecken auf derselben Geraden ist 
eine Zahl. 

c) Bewegung einer Strecke auf einer Geraden. 

Bewegt eine Strecke a sich beliebig auf einer Geradenis, 
vorwärts, und ist {A — B) ihre Anfangs-, {A^ — JBj) ihre 
Endstellung, so erleidet der Lagenunterschied ihrer End- 
punkte keine Veränderung; also ist: 



s = n.a. 
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4^ ^ (^-B) = (4,-5,). 



Hieraus folgt: 

• ■ (JL - 4.) = (S - -B,); 

und umgekehrt, 



d. h.: Anfangs- und Endpunkt 
einer bewegten Strecke legen 
gleiche Strecken mrück. 



Wmn 0W&i Punkte gleiche 
Strecken auf einer ^ Geraden 
zurücklegeny so hleidt- ihre Ent- 
fernung ungeändert. 

Anm. Die Gomtruction einer Strecke (Äi — J5i), die mit einer 
gegebenen {A — B) gleich ist, geschieht mit Hilfe des Cifkels. - 

19. Sei {Ä^B) = a] {Ä^Ä') = b. 

Dann ist • ' . 

Ä = B-\'a = Ä^ + h, 

d. h. : Die Summe aus einer Strecke und ihrem Endpunkte 
ist ihr Anfangspunkt. ' ' ^ ^ 

Femer: B = A -^ a^/ A^ = A -h, 

d. h.: Biß Bifferenz aus dem Anfangspunkte und der Strecke 
ist der Endpunkt, . , 
Femer : 

. • * I • • 

B — -4., = 6 — a; A — B^ = a -{- h, 

20. Die Formeln in 18. werden gleichlautend, wenn 

A^ == B = M] also ai^h : 
Beide lauten dann: 

i ^ f' A-^M=M—ß,, 

d. h.: M ist von A und B^ gleichweit entfernt. M heisst 
der Mittelpunkt zwischen A und £^, oder der Halbirungs- 
punkt der Strecke {A — B^). ^). 

Aus der letzten Formel folgt: , 

A -\- B^ = M. -{- M= 2 My Die halbe Summe zweier Punkte 
oder: -n/r A-^B^ stellt ihren Mittelpunkt dar. .. 

2 

Femer ist in diesem Falle: 

(JB — J.j) = ; (A — B{) = 2 a ; Der HaXbirungspunkt fheiU 

oder: (A — JB,) ^^^ Strecke in zwei gleiche 

' ^ = 2~~^ Thäle. 

*) Vgl, G. A. II. 225. 
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Die Formeln in 18. kann man übereinstimmend sehreiben: 21. 

Wenn swei Strecken A-\- B^=^ B -\- A^-^ 

einander gleich sind, ^^^^ 

so hohen die Strecken "t^ ^ = — i — - = M. 

2 2 

zwischen dem Anfangs- 
punkte der einen und ^ Jf ^ ^ J^ 

dem Endpunkte der 
anderen denselben Halr 
birungspunkt. 

Die Formel A —M== M — B^ lässt sich auch schreiben : 22. 

{M—B,) + {M-'A) = 0. 

Nunmehr lässt sich der Begriff des Mittelpunktes dahin er- 
weitern, dass man sagt: Für n Punkte A, B, C, . . . N auf 
einer Geraden ist derjenige Punkt der Mittelpunkt, welcher 
der Bedingung genügt: 

{M—A) + {M — B)'\ \'{M'-N) = 0. 

oder : ^ A + B-{ [-N 

n 

Strecken, die n^cA^ miteinander liegen, werden erst nach 23. 
18. aneinandergelegt und dann nach 12. addirt. 

Sei die Summe von n Strecken. gleich Null; also: 24. 

(-4 — 5) + (C - D) + (J5? - -F) H ^ 0. 

Dann können wir alle diese Strecken durch die Entfernungen 
ihrer Endpunkte von einem einzigen beliebigen festen Punkte 
B ausdrücken, indem wir setzen: 

{A — B) = (R-^B) — (B — A). 
{G^D) = {B — D) — {B — C). 



sodass * 

{B — Ä) + {B — G) +{B — E)'\ 

^[b — B) + {B — D) + {B - F) -^ 

d. h.: Wenn eine Beihe von n Strecken auf einer Geraden 
die Summe NuU giebt, so ist für jeden beliebigen Funkt der 
Geraden die Summe der Entfernungen von den Anfangspunk- 
ten gleich der Summe der Entfernungen von den Endpunkten. 
Ist JB = J> = J?' =•••=*= jjf; so haben wir: 25, 

(B — Ä) +-(iJ _ (7) -j- (E — E) H = n{B — M), 
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oder: nM=Ä+C+E-\ ' 

oder : -»j _ A-j- + E-] 

d. h.: Wenn auf einer Geraden eine Reihe von n PunMen 
gegeben ist, so ist für jeden beliebigen Punkt der Geraden die 
. Summe der Entfernungen von diesen n Punkten gleich der 
n fachen Entfernwng von deren Mittelpunkte. 

Anm. Die Aufgabe: die Mitte zwischen einer Anzahl gegebener 
Punkte zu suchen, ist hierdurch zurückgeführt auf die Aufgabe: eine 
gegebene Strecke in n gleiche Theile zu theilen. 

B. Abgeleitet aus zwei festen Punkten. 
a) Grössen vom 1^«° Grade. 

26. Seien e^ und ^2 zwei feste Punkte auf der Geraden^ A 
ein beliebiger Punkt, und sei 

^ 4 "f^ ^ (^1 --^) = «2(ßi — ^2), 

worin «j stets bestimmt ist, da der Quotient zweier Strecken 
auf derselben Geraden eine Zahl ist; dann erhält man: 

^ = (1 — «2) ßi + «2 ^2 
oder, wenn man 

1 — «2 = «1 ; «1 + ^2 = 1 
setzt: . , 

-d = Of j ^1 + «2 ^2 . 

Der Punkt A heisst nun „linear abgeleitet aus e^ und e^^y 
da er durch eine Gleichung vom ersten Grade in e bestimmt 
ist. — und die letzte Gleichung stellt allemal einen einfachen 
oder n fachen Punkt dar, je nachdem «^ -|" ^2 = 1 ^^^^ = ^ 
ist, wie sogleich erhellt, wenn man sie Glied für Glied mit n 
multiplicirt. ^ 

Sind a, und a^ beide < 1, so sind beide positiv, und 
wir sagen: A liege zwischen e^ und e^. Der Inbegriff aller 
einfachen Punkte, welche dieser Bedingung genügen, heisst 
ein Zweieck, Dasselbe fällt mit der Strecke [e^ — e^ zu- 
sammen. 

Ist aber «j > 1 und positiv, so ist a^ negativ, und A 
liegt ausserhalb der Strecke {e^ — 62)- 

Sei ein anderer Punkt JB gegeben, mit der Gleichung: 

^ = /3lC, +^2«2, (/5. +^2=1), 
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dann ist: 

{A-B)== (a, - ^,) e, + («, - ß,)e„ 

oder, wenn wir setzen: 

«1 — /*i = yi •; ^2 — ß2 = r2, 

woraus folgt: 

yi + ^2 = 

{Ä — B) = Y^e^ +^2^2. 
d. h. : Der Ausdruck y^e^ + ^2^2 ^"^^^^^ ^^^^ Strecke dar, wenn 
y^ -\-' y^ = ist. — Sind A und B w fache Punkte, so ist 
auch {A — B) eine w fache Strecke. 

Ist demnach a = crj 6^ + Ofj ^2 > ^^ stellt a eine Punkt- 
grösse oder eine Strecke dar, je nachdem a^ + «3 ungleich 
oder gleich Null ist. Da a durch eine Gleichung 1'«° Grades 
in e, und 62 abgeleitet ist, so sind Punktgrössen und Strecken 
Grössen vom l**'" Grade. — Da J. und B beliebige Punkte 
der Geraden sind, so ist auch jede beliebige Strecke auf ihr, 
{A — B) aus e^ und ßj ableitbar.*) 

Für Grössen V^^ Grades, wie a, gelten nun alle Gesetze 27. 
der Rechnung mit Summen von Producten. Es ist also: 

tf . a = («!*) e^ + («2*) ^2 j a : d = (a, : *) e^ + («3 • *) ^2 • 
Ferner, wenn h = ß^e^ + i^2^2 ^s** 

(a + &) = (a, +*/3i) ^i + («2 + ß^) 62 . 

Endlich, wenn noch a^ + "2 = ^. ^'^^ /^i + i^2 = ö? o^®^ 
«2 = — «r, ß2 = — ß\ ist: 

«:&=[«! («1 — «2)] • [/^l (^1 — «2)] = «I : /*!, . 

d. h.: Product und Quotient aus einer Grösse 1**"" Grades 
und einer Zahl ist tvieder eine, Grösse 1*°" Grades. 

Summe und Differenz von Grössen 1*®" Grades auf der- 
selben Geraden ist wieder eine Grösse 1*®" Grades. 

Der Quotient zweier Strecken auf derselben Geraden ist 

eine Zahl. 

Anm. Der Quotient zweier Punktgrössen auf derselben Geraden 
ist nur dann eine Zahl, wenn die Punktgrössen zusammenfallen. Denn 
der Quotient a:b reducirt sich nur dann auf «i : ^1, wenn Uißt = cciß2 
oder ßi — «iPi = «1 — «iPi» d. h« wenn «^ = ßi und ^2 = ß^ ist. Hiervon 
überzeugt man sich durch Ausführung der Division zwischen den Wer- 
then von a und b. 



♦) Vgl. G. A. IL 234. 235. 



1 
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28. Der Inbegriff aller aus e, und e^ ableitbaren Grössen ist 
ihr Gebiet. Dasselbe heisst Gebiet 2^^^ Stufe, und fällt räum- 
lich mit der durch ^^ und ^2 bestimmten Geraden zusammen. 

Zwei Geraden, die aus 6^62, resp. 63^4 abgeleitet sind, 
haben kein gemeinsames Gebiet, wenn keine dieser vier Grössen 
aus den anderen abgeleitet werden kann. Jhr verbindendes 
Gebiet ist das aus. « j ^2 63^4 abgeleitete, also 4*«'" Stufe. 

Zwei Qeraden, welche aus e, Cj , resp. 62 e^ abgeleitet sind, 
haben ein gemeinsames Gebiet 1**''' Stufe (62) ; ihr verbinden- 
des Gebiet ist das aus e^ e^ C3 abgeleitete, also 3*®*^ Stufe. Alles 
unter der Voraussetzung, dass keine der drei Grössen aus den 
anderen ableitbar ist. 

Wenn 

« = «1^1 +«2^27 fr— /3r^l +?2^25 ^=^^1^1 +^2^2; 

SO ist: 

/3, a — «1 & =t= (/3,V2 — Ä, /J2) ^2 ; 

yj& — /5, c = (y, /J2 — ßxy2) e^y 
also : 

« Ai (yj ß^ — ßi ^2) — * «1 iy\ ß2 — ß\ 72)- 

= hyi (^,«2 — «1/^2) — <^ßi (.ß\^2 — «1/^2); • 
oder: 

<^{ß\72 — riß2) + &(?'l«2 — «jy2) + ^(«l/52 — Al«2)==0, 

d. h.: istüischen drei Grössen V^"", Grades auf derselben, Ge- 
raden besteht stets eine Zahlbeziehung, — Jede dieser drei 
Grössen kann also aus den beiden anderen abgeleitet werden. 

..... ■ . . n.. 

1) a, h/c seien Punkte. — Dann zeigt die letzte Glei- 
chung die Ableitung eines Punktes aus zwei anderen. 

2) a sei Strecke, 6, c Punkte. — Dann ist «^ + «2 = 0; 
also : 

« (ß^ 72 — 7\ß2) — *«i (yi +.^2) + ^«1 (^1 + /'2) = 0. 
Diese Gleichung zeigt die Ableitung einer Strecke a/m zwei 
Funkten y und eine^ Punktes aus. Strecke und Funkt, 

3) a, & «eien Strecken, e ein Punkt. -^ Dann ist aaöh 
/}| 4- j32 = 0, und: 

«/?! {7y + 72) — ^«1 (yi + ^2) = 0; 
oder, da y, + ^2 i^ich^ Null ist: 

aß^ = 6«,. 



— 15 — 

Diese Gleichung zeigt die Ableitung einer Strecke aus einer 
anderen. 

Es besteht also schon zwischen zwei Strecken auf der- 
selben Geraden eine Zahlbeziehung, wie schon oben ermittelt 
wurde. 

b) CTrössen vom 2^«» Grade.*) 

Das Product zweier Grössen 1*^" Grades ist eine Grösse 29. 
2*®" Grades. — Seien zwei Grössen 1**^" Grg,des gegeben: 

dann ist: 

ah = cc^ßi{e^e^) + «1/32(^1^2) + «2l5j(^2^i) + «2/52(^2^2)- 
Das Product der Grössen ist also auf die Producte ein- 
facher Punkte zurückgeführt; und es kommt darauf an, die 
letzteren zu definiren.**) 

Unter dem Producte zweier Punkte e, und ^2 (^1^2) ^®^" 
stehen wir einen Linientheil (Theil der Geraden), welcher 
mit der Strecke (e^ — Cj) gleich lang und gleich gerichtet ist. 

Anm. Die Strecke erscheint also als L^genunterschied zweier 
Ptmkte, der Linientheil als Theil der dardi diese Punkte bestimmten 
Geraden, Die Strecke ist eine arithmetische Grösse, der Linientheil 
ein reines .Ausdehnungsgebilde. 

Hiernach ist die Multiplic^tion zweier Grössen 1^^" Grades 
zunächst durch das Gesetz zu bestimmen: 

woraus auch (ejCg) = folgt. Es bleibt also: 

ab = a^ß2 (ßi e^) + «2/^1 (^x^j) • 
Nun sind folgendie Fälle möglich: 

1) a und b sind vielfache Punkte, 7— Weni;i a, und h 
zusammenfallen, so ißt a = A6; folglich «^ = A/Jj*^:«^= A/Jj? 
und man erhält: 

-= afe =^ kß^ß^ [{e^e^) + {e^^^)], 
woraus folgt : .. . y 

oder: , . . . 

*) Vgl. G. A. I. § 28—30. 

'*'*) Die verschiedenen Multiplicätionsgattungen hat .Gr^&smann 
behandelt in Grelle 's Journal Bd. 49. S. 123. 
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Dies ist das zweite der Gesetze unserer Multiplicatian, 
in welchem übrigens das erste enthalten ist, wie man sieht, 
wenn man e, = Cj annimmt. — Die Multiplication heisst 
äussere j da die Punkte ausser einander liegen müssen, wenn 
ihr Product einen geltenden Werth haben soll. 

Das Product ah nimmt nun folgende Gestalt an: 

«& = («1/^2 — «2/^1) (61^2), 
d. h. : Das Prodiict zweier vielfaehen Punkte ist ein vielfacher 
LinientheiL — Es ist nur dann Null, wenn a^/Sj — «2/^1 =^ ^y 
d. h. wenn a und b in einen Punkt zusammenfallen. 

2) a ist eine Strecke, h ein vielfacher Pmikt, — In die- 
sem Falle ist «^ -|- «2 = 0, also: 

ah = ay{ß^ +/S2) (61^2)^ 
d. h.: Das Produkt aus einer Strecke und einem Punkte ist 
ein LinientheiL 

3) a und h sind Strecken, — Dann ist auch /3j -{- /J^ == 0, 
und es bleibt: 

«6 = 0; 

d. h.: Das Product zwder Strecken in derselben Geraden ist 
NiM. 
30. Bezeichnen wir die Strecke («i — Cj) mit s, sodass 

dann ist: « = (^1 — 62) 5 

S , e2 = (Ci 62) ^2 """^ C^l ^2) (^2^2) '^^ yßi^'l) 7 

5 . cj = (6, — 62) e^ = {e^ e,) — {e^ Ci) = — (e^ e{) = (e^ e^) . 

Demnach ist ein Linientheil das Product aus der ihm ent- 
sprechenden Strecke und ihrem Anfangs- oder Endpunkte.*) 

Anm. Wie die Zahl als Grössen bildender Factor am Punkte, 
so haftet an diesem in gleicher Eigenschaft auch diie Strecke. Es ent- 
sprechen sich also in den beiden Gebieten des Punktes und der Ge- 
raden: Punkt und Linientheil, Zahl und Strecke. Und wie die Zahlen- 
coefficienten zweier gleich grosser Punktgrössen auch dann gleich sind, 
wenn diese letzterien in verschiedenen Gebieten liegen, so auch die 
Streckencoefficienten zweier gleich grosser Linientheile , wenn diese in 
verschiedenen Gebietea liegen. 

Sei (Ci Cj) = (ßi — 62) ^2 = (^1 — ^2) ^1 - 

und ausserdem: 

(^^4) = (^3 — ^4) ^4 = (^3 — ^4) «3 5 

•) Vgl. G. A. I. § 114. 115. 
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ferner: s = (<?, — e^ = {e.^ — e^). 

Dann ist: 

Die rechte Seite dieser Gleichung wird Null, sobald die 
Strecken s mit den Strecken {e^ — e^) und (e, — 63) in der- 
selben Geraden liegen, d. h. sobald die vier Punkte e, , e^, 
e^y 64 in derselben Geraden liegen. Nur unter dieser Be- 
dingung ist also: 

(e, e^) = (^3 e^) . 

Zwei Linientheile sind also gleich, wenn die entsprechenden 
Strecken gleich sind und in derselben Geraden liegen.*) 

Sei ah ein Linientheil, und 31. 

a + /36 = a^; ai h 






dann ist: ^^- ^—*^"' 

a(b = ah. 
Sei ferner: , , , 

dann ist: , 77 

Man sagt dann, a^ sei durch Unedle Äenderung aus a, 
und h^ ebenso aus h abgeleitet. 

Ein Linientheü ändert also seinen Werth nicht ^ wenn 
seine Fadoren lineale Äenderungen erleiden. 

Setzt man (6^62) = !, so kann man jede Grösse, die 32. 
hieraus abgeleitet ist, durch eine Zahl bezeichnen; {e^e^} 
heisst nun Längen- (Linien-) Einheit, und ist eine Einheit 
2^^^ Stufe. Die daraus abgeleiteten Grossen heissen einfach, 
wenn sie als Producte von zwei Grössen l*®"" Stufe darstellbar 
sind; sonst eusammengesetzt. 

Ferner heisst nun e^ die Ergänzung von e, ; in Zeichen : 

und, da — fe^i) = 1> so ist 



^1 I ^2' 

Daraus folgt noch: 

||6j = I e^=^ — e^. 

Aum. Das Zeichen | , als Factor betrachtet, entspricht also dem 
Factor i (der imaginären Einheit). 

*) Vergl. G. A. II. 247. 248. 
Schlegel, Syst. d. Banmlebre. 2 
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Setzen wir in der Formel {e^ e^ = 1 den Werth ^2 = I ^i 
ein^ so folgt: 

h I ^i] = 1 ; 

ebenso: r i i i 

und 

[^1 I ^2] = - (^1 ^i) = 0; \e^ I e,] = {e^ e^) = 0. 

Die Multiplication mittelst des Zeichens | , welche durch 
die eben gefundenen Gesetze bestimmt ist; heisst innere Mul- 
tiplication ^ weil dabei, wie man sieht, das Product zweier 
Grossen nur dann einen geltenden Werth hat, wenn die- 
selben nicht aussereinander liegen. 

Wenn a^'= a^e^ -f" "2^2 ^'^^y ^^ verstehen wir unter | a 
die Grosse ^i | ^i H~ ^2 1 ^2* ^^ ^^^ ^^^ • 

I a = «1 I e^ -f" «2 I ^2 = "1 ^2 — "2 ^1 
[a I a] = «i^ (e^ e^) — a.^ {e^ e,) = a,^ + «2^ 

Man nennt [a \ ä] das innere Quadrat von a, schreibt: 

[a I a] = a^ 

und nennt y^cc^^ + ^2^ ^®^ numerischen Werfh von a. 
Wenn 

""'^ [a|6] = [6|a], 

d. h.: im inneren Producte gilt Vertauschung der Factoren. 



Dritte Abtheilung. 
Gebiet der Ebene. 

I. Die Ebene als System. 

1. Bestimmung durch eine bewegliche Qerade. 
a) Lagenänderung der Geraden. 

33. Hat eine Gerade ihre Lage geändert, so darf kein Punkt 
zugleich auf der ersten und zweiten Geraden liegen; sonst 
konnte dieser Punkt beide Geraden erzeugen; d. h. sie hätten 
dieselbe Lage. — Die Lagenänderung der Geraden kann 
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Schiebung genannt werden. — Jeder Punkt der ersten Ge- 
raden wird also seine Lage geändert haben ^ ehe er sich in 
derjenigen Lage befindet, in der er der zweiten angehört. 

Anm. Wie die Lage einer Geraden durch einen beliebigen Punkt 
auf ihr vollkommen bestimmt ist, so auch ihre Lagenänderu/ng durch 
diejenige eines beliebigen Punktes auf ihr. 

Die Bewegung der Geraden nennen wir einfach y wenn 
diejenige jedes beliebigen Punktes auf ihr eine einfache ist, 
d. h. wenn jeder beliebige Punkt auf ihr eine beliebige Ge- 
rade beschreibt. 

Wenn eine Gerade ihre Lage durch einfache Bewegung 
ändert, so heisst das von ihr erzeugte Gebilde eine Ebene 
(ebene Fläche). 

Die Eigenschaften einer Ebene sind bestimmt: 

1) durch Lage und Richtung einer sie erzeugenden Ge- 
raden ; 

2) durch Lage und Richtung einer zweiten Geraden, die 
von einem der ersten angehörigen Punkte beschrieben wird; 

oderj da man beide Geraden durch dieselbe Lage bestimmen 
kann: . 

1) durch Lage und Richtung einer sie erzeugenden Ge- 
raden] 

2) durch die Lage eines beliebigen festen, ausserhalb dieser 
Geraden in der Ebene liegenden Punktes] 

oder, wenn man auch die in 1) genannte Gerade durch 

zwei Punkte ersetzt: 

1) durch die Lagen dreier nicht in derselben Geraden 

liegenden Punkte. 

Die Merkmale einer Ebene sind hiemach vorläufig: 
Eine Lage und 0wei Richtungen] oder zwei Lagen und 

eine Richtung*)] oder drei Lagen. 

b) ßichtungsänderung der Geraden. 

Wenn eine Gerade sich so bewegt hat, dass sie dabei 34. 
nu^r ihre Richtung änderte, so giebt es imter allen Umständen 
einen Punkt auf ihr, der an der Bewegung nicht Theil nahm, 



*) Unter diese Rubrik fällt auch die Bestimmung der Ebene durch 
Anfangs- und EndsteUung der bewegten Geraden. 

9« 
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den also die zweite Gerade mit der ersten gemeinsam hat. 
Denn gäbe es Iceinen solchen Punkt, so hätten die beiden 
Geraden nicht dieselbe Lage; gäbe es aber deren mehr als 
einen, so wären beide Geraden in derselben Weise bestimmt, 
also hätte keine Bewegung stattgefunden. — Die Richtnngs- 
änderung der Geraden kann Drehung genannt werden, der 
ruhende Punkt: Drehungspunkt. — Die Bewegung der Ge- 
raden wird einfach sein, wenn ein beliebiger Punkt auf ihr 
in jedem Augenblicke die Richtung auf einen bestimmten 
beweglichen Punkt auf der zweiten Geraden innehält.*) 

Es sind also Schiebung und Drehung zwei verschiedene 
Arten einfacher Bewegung, denen eine Gerade unterworfen 
werden kann. 

Die Eigenschaften des durch einfache Drehung einer 
Geraden erzeugten Gebildes sind bestimmt: - 

1) durch Lage und Richtung der erzeugenden Geraden, 

2) durch Lage und Richtung einer zweiten Geraden, die 
mit der ersten dieselbe Lage hat; 

oder, da man beide Geraden durch dieselbe Lage bestim- 
men kann: 

1) durch Lage und Richtung der erzeugenden Geraden, 

2) durch die Lage eines (bestimmten beweglichen) ausser- 
halb dieser Geraden in der Ebene liegenden Punktes; 

oder, wenn man auch die in 1) genannte Gerade dureh 
zwei Punkte ersetzt: 

1) durch die Lagen dreier nicht in derselben Geraden 
liegenden Punkte. Diese Eigenschaften stimmen aber genau 
mit denen der Ebene überein, folglich ist das durch ein- 
fache Drehung einer Geraden erzeugte Gebilde ebenfalls 
eine Ebene. 



*) Denn da ein beliebiger fester Punkt mit einem bestimmten be- 
weglichen Punkte gleichbedeutend ist, so ist die Bewegung der Geraden 
in diesem zweiten Falle im Wesentlichen ebenso definirt wie im ersten, 
nämlich als einfache. — Die Bewegung eines ihrer Punkte kann aber 
diesmal natürlich keine einfache sein; denn nur dann, wenn die Gerade 
jenes Merkmal ändert, welches sie mit dem, Punkte gemeinsam hat, 
nämlich die Lage, werden beide Gebilde in der Einfachheit der Be- 
wegung übereinstimmen. 
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Anm. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass allgemein die 
Gesetze gelten: 

1) Zwei Geraden mit derselben Lage haben stets ungleiche BicMung. 

2) Zwei Geraden mit gleicher Bichtimg haben stets verschiedene 
Lage. Da aber eine Gerade durch zwei aufeinanderfolgende Bewe- 
gungen Lage und Richtung ändern kann, wobei sie das Gebiet der 
Ebene verlässt, so gelten nur für zwei in derselben Ebene liegende 
Geraden die umgekehrten Gesetze: 

3) Zwei Geraden mit verschiedener Lage haben gleiche Richtung. 

4) Zwei Geraden mit imgleicher Richtung haben dieselbe Lage. 
In derselben Ebene also können zwei Geraden nicht gleichzeitig 

verschiedene Lage und ungleiche Richtung haben. 



Jede Gerade in derselben Ebene kann als erzeugende 35. 
angesehen werden. Jede dieser Geraden theilt daher die 
Ebene in zwei Theile und kaon sich nach zwei entgegen- 
gesetzten Seiten sowohl schieben als drehen. 

Jede Ebene repräsentirt also ^wei entgegengesetzte Seiten, 
eine bestimmte Classe von Biehtungen und eine bestimmte 
Classe von Lagen, 

Anm. Wie zwei entgegengesetzte Bewegungen auf einer Geraden 
für das Auge ihren Gegensatz verlieren, wenn man die Gerade für 
jede von ihnen in einer anderen Richtung betrachtet, so auch zwei 
entgegengesetzte Bewegungen auf einer Ebene, wenn man dieselbe 
für jede der Bewegungen von einer anderen Seite (von oben o^pr von 
unten) betrachtet. 

Die Lage einer Ebene wird durch einen beliebigen Punkt 
auf ihr, die Richtung einer Ebene durch eine beliebige Gerade 
in ihr, die Seite einer Ebene durch iswei beliebige Geraden 
in ihr bestimmt. 

Eine Ebene hat also dieselbe Lage mit einem Punkte, bq, 
wenn derselbe auf ihr liegt, verschiedene, wenn er ausserhalb 
liegt. Sie hat dieselbe Lage mit einer Geraden, wenn dieselbe 
einen oder alle, verschiedene Lage, wenn sie keinen Punkt 
mit ihr gemeinsam hat. Sie hat dieselbe, resp. gleiche Rich- 
tung mit einer Geraden, wenn diese, resp. eine gleichgerichtete 
in^ahr liegt; verschiedene, resp. ungleiche Richtung im anderen 
Falle. 

Eine Gerade hat also mit einer Ebene entweder: 

1) dieselbe Lage und dieselbe Richtung (wenn die Gerade 
in ihr liegt), oder: 



I 
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2) dieselbe Lage und ungleiche Richtung (wenn die Ge- 
rade nur einen Punkt mit ihr gemeinsam hat), oder: 

3) verschiedene Lage und gleiche Richtung (wenn eine 
gleichgerichtete Gerade in der Ebene liegt). 

Hiermit sind alle Combinationen der oben genannten 
Lagen- und Richtungsverhältnisse erschöpft. Also kann nicht 
eine Gerade mit einer Ebene verschiedene La^e und ungleiche 
Richtung haben. 

Eine Ebene, welche anfangen soll, sich zu bewegen, 
kann hiemach Lage, Richtung, oder Seite ändern. 

2. Bestimmung durch mehrere fes^e Geraden. 

37. Eine beliebige feste Ebene 21 ist durch zwei beliebige 
ihrer^^Geraden, a, 6, vollkommen bestimmt, sowohl wenn die- 
selben gleiche Richtung, als wenn sie dieselbe Lage haben. — 
Sie ist es noch, wenn man a mit b vertauscht. Durch diese 
Vertauschungsfähigkeit ist ihre zweifache Seite ausgedrückt. 
Hiernach ist die Ableitung einer Ebene aus zwei Geraden 
vergleichbar der Ableitung einer Summe aus zwei Summanden ; 
wir können daher sagen: 

a -(- 6 = 21 . Die Summe zweier Geraden a und b 

6 -|- a = 21 . ist die durch sie bestimmte Ebene 21. 

Sind drei Geraden auf der Ebene gegeben, a, 6, c, so ist 
die Ebene schon durch zwei beliebige davon bestimmt. Also: 
wenn 

a + (6 + c) = i + (c + «) =c + (a + 6) = ?l, 

6 -|- c = c + « = ö^ + 6 = 21 . 
Aus den letzten beiden Formeln folgt, noch: 

a + 2l = 2l; 

dies ist die Bedingung, unter welcher eine Gerade a in einer 
Ebene 21 liegt. 

Betrachtet man in der letzten Formel a und 21 als Grössen, 
so muss entweder 21 = oo oder a = gesetzt werden, d. h. : 
die Ebene enthält eine unbestimmte Menge von Geraden; die 
Gerade hat, mit der Ebene verglichen, keine Grosse. 

Anm. Die Construction einer Ebene aus zwei Geraden ist über- 
flüssig, da alle Gonstractionen in einer a priori gegebenen Ebene aus- 
geführt werden. 
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Um die übrigen Bestimmungsweisen einer Bbene zu for- 38. 
muliren, setzen wir in der Formel: 

a + J. für a 

und b + B für b, 

wobei Ä auf a und B auf b 
liegt; so folgt: ^ 

a + b + {A + B) = ^, 

oder, wenn 

A + B = c ist: \^ 

d. h. : M;eran 0«<;ei Geraden a und b in derselben Ebene liegen j 
so liegt jede Gerade c, welche zwei beliebige Punkte A und B 
auf a und b verbindet y ebenfalls in dieser Ebene. 

so ist auch: , , 

6 + c = 91, 

oder: b + A + B = %, 

oder, da b -\- B =^b ist: 

6 + ^ = 91, 

welches der Ausdinick für die zweite Bestimmung der Ebene ist. 

Setzt man noch: 

b = B + D, 
so erhält man: a + B + D = % 

als dritte Bestimmung der Ebene. 

n. Grössen im Gebiete der Ebene. 

a) Einzelne Grössen. 

A. Abgeleitet aus einer beweglichen Geraden. 

91. Grössen , durch Schiebung einer Geraden erzeugt. 

1. Bewegung einer Geraden. 

Ein von zwei Geraden mit verschiedener Lage einge-39. 
schlossener Theil der Ebene heisst Ebenenstreifen. Seine 
Grosse ist unbestimmt; denn da die Gerade nicht begrenzt 
ist, so ist auch ein durch ihre Bewegung erzeugtes Gebilde 
nicht vollkommen begrenzt. 
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Anm. Zwei Geraden mit verschiedener Lage aber gleicher Rich- 
tung heissen parallel. 

40. Die Grösse der Bewegung der Geraden wird durch die von 
einem ihrer Punkte zurückgelegte Strecke bestimmt. (Vgl. 
Anm. in 33.) Die Grössen mehrerer aufeinanderfolgender 
Bewegungen verhalten sich daher wie die entsprechenden 
Theile der von einem beliebigen Punkte der Geraden im 
Ganzen zurückgelegten Strecke. 

2. Bewegung eines auf der Geraden liegenden Punktes. 

41. Wenn eine Gerade ihre Lage ändert, so ist ihre Bewe- 
gung entweder eine* einartige oder eine doppelte. Im letz- 
teren Falle bewegt sich die Gerade noch in ihrer eigenen 
Richtung um eine Strecke vorwärts; im ersteren Falle thut 
sie dies nicht. — Im letzteren Falle aber lässt sich die dop- 
pelte Bewegung in zwei nach einander folgende einartige Be- 
wegungen zerlegen, nämlich in ein einfaches Fortrücken in 
der Richtung der Geraden und in eine einfache Lagenände- 
rung. Da die erste dieser beiden Bewegungen die Gerade 
ungeändert lässt, so ist sie auch auf deren Endstellung ohne 
allen Einfluss. 

Demgemäss kann auch ein fester Punkt Ä der ersten 
Geraden durch geradlinige Bewegung jeden beliebigen Punkt 
B der zweiten Geraden erreichen. Diese verschiedenen Be- 
wegungen werden durch die verschiedenen Richtungen be- 

^ ^^^ stimmt, welche der Punkt 



^ 
y 



(W 



A einschlagen kann.*) 

Jede dieser Bewegun- 
gen des Punktes A, z. B. 
von A nach J5, lässt sich 
in zwei Bewegungen von be- 
stimmter, unveränderlicher Richtung zerlegen, nämlich 1. in 
eine Bewegung von A nach C, welche diejenige Strecke er- 
zeugt, um welche die Gerade in ihrer eigenen Richtung fort- 

*) Da für jede dieser Richtungen der am Schluss von 40. aus- 
gesprochene Satz gilt, so folgt ohne weiteres der andere Satz, dass, 
werm zwei sich schneidende Geraden von einer Anzähl Parallelen ge- 
schnitten joerden , der Quotient zweier zwischen denselben Parallelen 
liegenden Strecken überall numerisch denselben Werth liat 
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rückt, 2. in eine Bewegung von G nach B, welche diejenige 
Strecke erzeugt, um welche die Gerade ihre Lage ändert. 

Da nun die Lagenänderung einer Geraden allemal durch 
diejenige eines Punktes auf ihr bestimmt wird, so ergiebt 
sich Folgendes: 

1) Die Strecke {A — B) stellt die doppelte Bewegung 
dar, welche die Gerade erleidet, wenn A nach B rückt. 

2) Die Strecke {A — C) ist diejenige, um welche die 
Gerade in ihrer eigenen Richtung fortrückt. 

3) Und es ist die Strecke (C — B) diejenige, welche die 
einartige Bewegung der Geraden ausdrückt. 

Die Strecke (C — B) heisst die Entfernung der beiden 
Geraden. 

Bezeichnen wir den Lagenunterschied der beiden Ge- 
raden (a) und (6) mit (a) — (&), so ist 

(a) — (6) = (C— £) = a 

als Ausdruck des Gesetzes 3). — Hieraus folgt: 

{a) = {b) -\- a ; 6 = (a) — a ; 

d. h. : durch eine Parallele und die Entfernung von ihr ist 
die andere bestimmt. 

Die Strecke (C — B) bezeichnet auch die Entfernung 
des Punktes G von der Geraden (6), und des Punktes B von 
der Geraden (a); denn da 

(a) + (6) = ?l = (a) + B, 
SO ist auch: 

(a) - if = (a) - (6) , 

d. h. : eine Parallele (b) ist bestimmt, wenn ein Punkt (B) 
auf ihr, und die andere Parallele (a) gegeben sind. 
Ferner ist 

d. h.: es giebt auf einer Geraden (a) nur einen Punlct C, 
dessen Entfernung von einem äusseren, Punkte B gleich der 
Entfernung der Geraden von diesem Punkte ist 

3. Bewegung einer auf der Geraden liegenden Strecke. 

• Äendert eine Strecke a ihre Lage in der Ebene so, dass 42. 
sie in a^ übergeht, so erleidet der Lagenunterschied ihrer 
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Endpunkte keine Veränderung. Ist also {A — B) ihre An- 
fangs- und A^ — Bi ihre Endstellung, so ist: 

iA-B) = {A,-B^). , 
Hieraus folgt: 

(■^ - ^,) = (-B - -B.) ; 

d^ w ^ und umgekehrt. 

d. h. : Anfangs- und Endpunkt Wenn zwei Funkte in einer 
der bewegten Strecke legen gleiche Ebene gleiche und gleichgerich- 
und gleichgerichtete Strecken tete Sirecken beschreiben, so bleibt 
zurück. ihre Entfernung ungeändert. 

Anm. Die Conetruction einer Strecke {Äi — B|), die mit einer 
gegebenen {Ä — B) gleich and gleichgerichtet ist, geschieht mit Hilfe 
des Cirkels. ' 

Aufgabe: Durch einen ausserhalb einer Geraden gegebenen 

^ .^ Punkt Ä die Parallele zu ziehen. — Man 

-'' / \ wähle auf der Geraden B und C beliebig, 

. und beschreibe aus C mit (A — JB), aus 

-* ^ A mit (B — C) Kreislinien. Deren dies- 

seitigen Durchschnittspunkt D verbinde man mit Ä^ dann ist {A — D) 

43. Sei {A — B)=: a; (A — A^) = 6; 
dann ist: 

A^ — B=a — b ; A — 5, = a + &; 

d. h. : die Summe zweier mit Anfangs- und Endpunkt anein- 
ander gelegten Strecken ist die Sirecke zunschen ihren anderen 
End^pwMen; die Differenz zweier mit ihren Anfangs- oder 
Endpunkten zusammengelegten Sirecken ist die Sirecke zunschen 
ihren End- oder AnfangspurMen.*) 

Anm. Die Zulässigkeit einer Addition von zwei Strecken, die 
nicht in derselben Geraden liegen, sondern nur in derselben Ebene, 
folgt daraus, dass, wie oben (38.) gezeigt wurde, die Yerbindungsstrecke 
zweier Punkte von sich schneidenden Geraden in der Ebene dieser Ge- 
raden liegt. 

Setzen wir in den letzten^ Formeln für a und b ihre 
Werthe, so lauten sie: 

{A, - B) == {A - B) - (,A - A,y, 
{A-B,) = ^A-B) + {B-B,), 
oder: {A — B) + {B — B^) + (ß^ — A) ^0. 



*) Vgl. G. A. II. 220. 
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Analog wird man die Summe beliebig vieler Strecken 
bilden^ und das Gesetz aufstellen: Die Summe von beliebig 
vielen hintereinander gelegten Strecken ist Null, wenn der 
Endpunkt der letzten mit dem AnfangsjpunJcte der ersten zu- 
sammenfallt. 

Die Formeln in 42. kann man übereinstimmend schreiben: 44. 

-4 + JS, = 5 -f- ^1 Wenn zwei Strecken in der Ebene 

oder: gleich und gleich gerichtet sind, so 

A + Bx B -\- A, haben die Strecken zwischen dem 

2 "^ 2 ^^ ' Anfangspunkte der einen und dem 

Endpunkte der anderen denselben 
Hälbirungspunkt. 

4. Bewegung eines auf der Geraden liegenden Linientheils. — 

Das Parallelogramm. 

a) Einmalige Bewegung des Linientheils. — 
Ein Parallelogramm. 

Durch begrenzte Bewegung eines Linientheils entsteht 45. 
ein Theil einer Ebene, der Parallelogramm genannt wird. 
Dasselbe ist vollkommen begrenzt, also eine Grösse, weil der 
dasselbe erzeugende Linientheil selbst vollkommen begrenzt 
ist. — Als Grenzen am Parallelogramm heissen die beiden 
Linientheile Seitenlinien j ebenso die von ihren Endpunkten 
erzeugten Linientheile. Die Endpunkte selbst heissen Eck- 
punkte. 

Ein Parallelogramm 21 ist durch seine beiden „Gegen- 
seiten^ a, b vollkommen bestimmt. Als vollkommen begrenz- 
tes Gebilde ist es namentlich auch seiner Grosse nach be- 
stimmt. — Da aber sowohl die Richtung der erzeugenden 
Gegenseiten, als die Seite der Bewegung, durch die es ent- - 
standen (die Kichtung der beiden anderen Gegenseiten) zwei- 
deutig ist, so muss diese Zweideutigkeit durch die Bezeich- 
nimg beseitigt werden. Nun erhält es durch Vertauschung 
von a und b die entgegengesetzte Seite (1. 2.) 

Durch Vertauschung von a mit ( — a), von 6 mit ( — b) er- 
hält das Parallelogramm ebenfalls entgegengesetzte Seite (1. 3.). 

Durch successive Ausführung beider Operationen bleibt 
das Parallelogramm ungeändert (1. 2. 4. oder 1. 3, 4.). 
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Also entspricht die Ableitung eines Parallelogramms aus 
0wei Linientheilen der Ableitung einer Differenz aus Minuend 
und Subtrahend; wir können daher sagen: 




ä: 



-^ÜT 



\ 



\ 



\ 



A^y 




4. 




/•-aij 



¥-et^ 



^-aj 



~7:3 



y 



1. cj- 6 = 91 

2. 6 — a = — 91 

3. (—«) — (— 6)== — 21 

4. (-&) -(—«).= 21. 



Die Differenz (Lagenunterschied) 
von zwei gleichen und gleich 
gerichteten Linientheilen a und 
6 ist das durch dieselben be- 
stimmte Parallelogramm 2(. 

Die von den Endpunkten der Seite a beschriebenen Linien- 
theile können ebenfalls als Anfangs- und Endstellung eines 
Linientheils betrachtet werden, wobei dann a und 6 die von 
dessen Endpunkten beschriebenen Linientheile sind. 

Anm. Die beiden Verbindungsstrecken zwischen je zwei gegen- 
überliegenden Eckpunkten des Parallelogramms heissen Diagonalen. — 
Ferner sei im Voraus bemerkt, dass der von zwei Seitenlinien und 
einer Diagonale begrenzte Theil des Parallelogramms Breieck heisst, 
überhaupt jeder Theil der Ebene, der von n Strecken mit der Summe 
begrenzt ist: w-Eck {Vieleck), 

Ist die Lagenänderung der Geraden, auf welcher der Linientheil 
liegt, einartig j so heisst das Parallelogramm Bechteck. — Sind alle vier 
Seitenlinien gleich gross, so heisst es Bauten treffen beide Bedingungen 
" zusammen: Qiiadrat, * 

b) Mehrmalige Bewegung des Linientheils. — Mehriöre 

Parallelogramme.*) 

46. Wenn ein Linientheil a durch Lagenänderung . erst das 
Parallelogramm 21 (= a — &) , dann 35 (= 6 — c) erzeugt^ 



*) Vgl. G. A. L § 56. 
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so kann er statt dessen das Parallelogramm 6 (= a — c) 
beschreiben, indem er direct von a nach c geht. Da nun 

(a _ 6) + (6 _ c) = (a - c), 

so ist das letztere Parallelogramm die 
Summe der beiden ersteren, d. h.: die 
Summe zweier mit End- und Anfangs- 
seite aneinander gelegten Parallelo- 
gramme (falls nämlich diese Seiten 
gleich sind) ist das Parallelogramm wünschen ihren anderen 
Endseiten. 

Durch Anwendung des Begriffs der Subtraktion findet man 47. 

(a — h) = (a — c) — (6 — c), 

d. h.: die Differenz zweier mit End- und Anfangsseite auf- 
einander gelegten Parallelogramme (falls nämlich diese Seiten 
gleich sind) ist das Parallelogramm zwischen ihren anderen 
Endseiten. 

Liegen die Seiten a und h auf derselben Geraden, so ist 48. 
a = b, und (a — c) — (a — c) = = {a — a). 

Liegen die Seiten a und c 
auf derselben Geraden, so ist 
a = c, also: 

{a—b) = (a — a) ^ (b — a) 

= -(b-a) = -ib-c), 

d. h.: Kehrt ein Linientheil, .der ein Parallelogramm be- 
schrieben hat, auf einem anderen Wege in die erste Gerade 
zurück, so sind die beiden entstandenen Parallelogramme ent- 
gegengesetzt, aber gleich. (Parallelogramme zwischen den- 
selben Parallelen sind gleich.) 

Parallelogramme mit entgegengesetzter Seite werden also 
behandelt wie Zahlen mit entgegengesetzten Vorzeichen. 

Aus 49. folgt noch: 50. 

(a - 6) + (6 _ a) = 0, 

und die Formel 46. lässt sich in folgenden drei Formen 

schreiben : 

(a_6) = (a_c) + (c-6); 

(6_c) = (6_a) + (a-c); 
(«_c) = (6_c)+(o-6); 
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alle drei aber geben: 

(a — 6) + (6 — c) + (c — a) = 0, 

womit die Ausdehnung unserer Formel auf mehr als zwei 
Parallelogramme eingeleitet wird. 
51. Anwendung des Begriflfs der MuUiplication, — Seien i/ 
Parallelogramme auf einer Ebene : (a — &), {b — c), {c — d) ... 
(m — n) einander gleich, so kann, wenn 

(a — 6) = (6 — c) = • . • = (m — w) = 21 

ist, die Summe derselben: 

(a — n) = V . ^ 
gesetzt werden. Sei 

(a — w) = 0, 

so ist: ö = V . 21, 

oder: a :% = v, 

d. h.: der Quotient zweier Parallelogramme auf derselben 
Ebene ist eine Zahl. 

62. Die von den Endpunkten der Seite a beschriebenen Linien- 
theile -bilden zwei congruente Dreiecke, oder, wenn mehr als 
drei Bewegungen stattfinden, Vielecke, die man als Anfangs- 
und Endstellung desselben Vielecks ansehen kann. Die Linien- 
theile a, 6, c werden alsdann von den Eckpunkten des Viel- 
ecks beschrieben. 

53. Erweiterung, 1) Es seien die Parallelogramme, die von 
den Seiten a, b, c eines Dreiecks bei vier successiven Bewe- 
gungen beschrieben werden, mit 2tiS5i®i, 912 232^2; 5^338363, 
3(4 934(^4 bezeichnet; so hat man allgemein, wenn das Dreieck 
in seine ursprüngliche Lage zurückgekehrt ist: 

1) ] »1 + 232 + »3+ »4 = 0. ^.j%-\-f8^ + ^, = 0. 
[ <5, + Sj + 6j + 64 = 0. 9t3 + ©3 + 63 = 0. 

( 3I4 + S84 + 64 = 0. 

a) Setzt man nun (Jj^ = 0, ©3 «= (was der neben- 
stehenden Figur entspricht), so erhält man: 

3li + »1 + <5. = 0; 
®i + ®2 + »4 = 0; 2lj -f- $02 = 0; 

folglich : («1 + %) + (iB, + Sj) == - (S, ; 

oder, da (33, ^ S62) = — ^t ist: 
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(«1 + %t) = «4 - 6, . 

Sucht man in der Figur 
das Parallelogramm 



sowie 



a 



iv) 



und 6j 



(v)' \ 




so findet sich , dass die letzte 

Formel den Säte des Pappus ausdrückt. 

b) Nimmt man nur drei Bewegungen an, sodass 

21^ = S84 = ©4 = 0, 



21. 



0, »1 = 0, 



und setzt: 

so folgt: ^^.^ g^ _ 0; 

61 + 62 + 6^ = 0; 33, + ©2 = 0; • 
folglich: (21, + 58^) + (61 + 6,) = 0, 

oder, da 6j + 6^ = — 63 ist: 21, + »2 = 63 . 





54. 



Ist insbesondere die erste Bewegung gleich a, die zweite 
gleieli 6, die dritte gleich c, so sind die Parallelogramme 
Rauten y und, wenn die Lagenänderungen von a, h, e der 




Reihe nach einartig sind, Quadrate. Im letzteren Falle stellt 
unsere Formel den Satz des Pythagoras dar. 
55. 2) Aufgabe: Zu beweisen, dass die Linien, welche die 
Mitten der vier Seiten eines Vierecks der Reihe nach verbin- 
den y ein Parallelogramm bilden. 
Wenn 

^~ 2 ' ^ "~ 2~"' 
r_C + D TT_B + A^ 

^ ~ 2 y ^— 2 ' 

so ist: 




E—F = 
H — G = 



2 ' 



folglich: 
E — F=H—G und E - H ^ F — O, yj. z. h. ^. 



c) Bewegung eines Parallelogramms auf einer Ebene. 

56. Bewegt ein Parallelogramm 31 sich beliebig auf einer 
Ebene vorwärts, und ist (a — b) seine Anfangs-, (a, — b^ 
seine Endstellung, so erleidet der Lagenunterschied der er- 
zeugenden Gegenseiten keine Aenderung; also ist 



^ 33 -^ 



Hieraus folgt: 

und umgekehrt; 

d. h.: Anfangs- und Endseite 



{a — 1)) = (a, — i,). 



des bewegten Parallelogramms 
beschreiben gleiche Parallelo- 
gramms, 

Sei (a — &) = 31; {A — A^) = 23. 

Dann ist 

a = 6 + 3l = a, + 93; 

d. h. : die Summe aus einem Parallelo- 
gramm und seiner Endseite ist seine 
Anfangsseite, 
Femer: 



Wenn zwei gleich gerichtete Li- 
nientheile ihre Lage um gleicJie 
Grossen ändern , so bleibt ihr 
Lagenunterschied ungeändert. 



57. 




^ 



^- 



-Ä*- 



•. \ 



^ 



-«- 




b = a — A ; ai = a — 33; 
d. h.: die Differenz aus der Anfangsseite und dem Parallelo- 
gramm ist die Endseite. 

Ferner: 

6 _a, =33 — 91 ; a-&, =21 + 35. 

Die Formeln in 56. werden gleichlautend, wenn 5-J. 

a, = 6 = m; also 21 = 33. 
Beide lauten dann: 

a — m = m — b^, ^ — ^—nn* — nh 

d. h.: m ist von a und 6, gleichweit 
entfernt; m heisst die Mittellinie zwi- 
schen a und &j y oder die Halbirungslinie des Parallelogramms 
(a - 6i). 

Aus der letzten Formel folgt: 

a + 6i==w + w = 2M, Die halbe Summe zweier gleichen 

, a + h* und gleich gerichteten Linien- 

oder : m "-^ * ^ . au 

2 thdle ist ihre Mittellinie, 

Ferner ist in diesem Falle: 
(i — ai)=0, («-*&,)= 221, Die Halbirungslinie theilt das 




a 



oder: 21 = 



a — hx 



Schlegelf Syst. d. Baumlehre. 



Parallelogramm in zwei gleiche 
Theile, 

3 
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69. Die Formeln in 56. kann man übereinstimmend schreiben : 

a -\- b^ = b -{- üi] Wenn zwei Parallelogramme 

oder: gleich, und ihre Anfangsseiten 

a + 5 & + a gleich und gleich gerichtet sind, 

* 2 ~ ^^ 2 = ^ • so haben die Parallelogramme 

wünschen der Anfangsseite des 
einen und der Endseite des an- 
deren dieselbe Halbirungslinie. 

60. Die Formel a — m = m — 6, lässt sich auch schreiben : 

(m — 6j) + (m — a) = 0. 

Nunmehr lässt sich der Begriff der Mittellinie dahin er- 
weitem, dass.man sagt: Für v gleiche und gleich gerichtete 
Linientheile a, 6, c . . . n auf einer Ebene ist derjenige 
Linien theil die Mittellinie, welcher der Bedingung genügt: 

(m — a) -{- {m — b) -]-'"-{' {m — n) = 0^ 
oder: 

V 

61. Parallelogramme, die nicht an einander liegen, werden 
erst nach 56. aneinander gelegt, und dann nach 46. addirt. 

62. Sei die Summe von n Parallelogrammen dieser Art gleich 
Null, so können wir (analog wie im Gebiete der Geraden) 
für jeden, der Erzeugungsseite gleichen und gleich gerichteten 
Linientheil r den Satz ableiten, dass die Parallelogramme y 
welche aus r und den Anfangsseiten gebildet sind, dieselbe 
Summe geben, wie die aus r und den Endseiten abgeleiteten. 

63. Fallen insbesondere die Endseiten alle in eine Gerade 
und sind durch m bezeichnet, so erhält man den Satz : Wenn 
in einer Ebene v gleiche und gleich gerichtete Linientheile ge- 
geben sind, so ist für jeden anderen gleich langen und gleich 
gerichteten Linientheil der Ebene die Summe der Parallelo- 
gramme 'mit diesen Linientheilen gleich dem v fachen Parallelo- 
gramme mit ihrer Mittellinie, 

Anm. Die Aufgabe: die Mittellinie zwischen einer Anzahl gleich 
langer und gleich gerichteter Linientheile zu suchen, ist hierdurch 
zurückgeführt auf die Aufgabe: ein gegebenes Parallelogramm in n 
gleiche Theile zu theileu. 
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33. Grössen, durch Drehung einer Geraden erzeugt, 
a. Drehung um einen auf der Geraden liegenden Punkt. 

1. Bewegung einer Geraden. — Der Winkel. 
a) Einmalige Drehung der Geraden. — Ein Winkel. 

Ein von zwei Geraden mit ungleicher Richtung ein- 64. 

geschlossener Theil der Ebene heisst Ebenemvinkel. Seine 

Grösse ist ebenso unbestimmt wie die eines Ebenenstreifens. 

Anm. Zwei Geraden mit derselben Lage, aber ungleicher Rich- 
tung heissen jySich schneidend''''. — Ihr Drehungspunkt heisst Durch- 
schnittspunkt der Geraden. 

Um die Grösse der Bewegung der Geraden bestimmen 65. 
zu können, ist ein neuer Begriff erforderUch, da diese Bewe- 
gung nicht mehr eine Schiebung, sondern eine Drehung ist. 
Wir bezeichnen den Richtungsunterschied der beiden Geraden 
mit dem Namen „Winkel". — Wie die Lagenunterschiede 
durch die Strecke, so werden die Richtungsunterschiede durch 
den Winkel bestimmt. Derselbe hat nur die Eigenschaft der 
Grösse. 

Anm. Die Grösse einer Drehung ist durch kein reines Ausdeh- 
nungsgebilde absolut darstellbar. — In ihrer Beurtheilung muss das 
Auge sich ebenso üben, wie in derjenigen der Bewegungsgrösse eines 
Punktes, wenn nur Anfangs- und Endstelluug desselben, nicht aber 
der verbindende Linientheil gegeben ist. — Der Winkel ist also kein 
Ausdehnungsgebüde , sondern eine arithmetische Grösse. — Und wäh- 
rend die Strecke durch das entsprechende Ausdehnungsgebilde des Ia- 
nientheils veranschaulicht werden kann, fehlt es dem Winkel an einem 
entsprechenden Ausdehnungsgebüde, welches seine Grösse absolut dar- 
stellte. Doch werden wir ein anderes Ausdehnungsgebilde kennen ler- 
nen, welches wenigstens zur relativen Darstellung der Grösse von meh- 
reren Winkeln dienen, und so in die Lücke eintreten wird. 

Für die Bestimmung des Winkels ist es natürlich nöthig, 
auf jeder /ier beiden Geraden nur eine ihrer beiden Richtun- 
gen festzuhalten. — In Bezug auf den Winkel heissen die 
beiden Geraden Schenkel'^ insbesondere führen sie diesen Na- 
men von ihrem Durchschnittspunkte aus; letzterer Punkt heisst 
Scheitel{punkt) des Winkels. 

Wenn eine Gerade a durch Richtungsänderung in b über- 66. 
gegangen ist, so ist die Lage des Drehungspunktes für die 
neue Gerade b nur insoweit von Einfluss, als ihre Lage davon 
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abhängt. — Es entstehea also durch gleich grosse Drehungen 
einer Geraden um verschiedene ihrer Punkte auch gleich ge- 
richtete Geraden, d. h.: , 

Haben zwei Geraden gleichen Richtungsunterschied gegen 
eine dritte, so haben sie auch gleiche Richtung, und um- 
gekehrt. 

67. Bei fortgesetzter Umdrehung um den Punkt O^muss die 

Gerade a allmälig alle durch 
möglichen Richtungen an- 
nehmen ; d. h. alle Richtungen, 
welche der Punkt selbst an- 

^^-^^ ^^^--^^ nehmen könnte, wenn er sich 

bewegte. Schliesslich muss sie 
in die ursprüngliche Richtung a zurückkehren. Man hat dann: 
a = a 5 oder a . (+ 1) = a. 
Die Grösse derjenigen Drehung, welche eine Gerade in 
ihre ursprüngliche Richtung zurückführt, kann durch den 
Factor (-f- 1) ausgedrückt werden. Der einer solchen Drehung 
(einer „ganzen Umdrehung'') entsprechende Winkel kann ein 
geschlossener Winkel genannt werden. Und: Multiplication 
einer Geraden mit (+ 1) bedeutet eine ganze Umdrehung 
der Geraden, 

68. Eine Drehung von ebenfalls bestimmter Grösse wird die 
Gerade a in die entgegengesetzte Bichtung bringen, d. h. (+ a) 
in (— a) verwandeln. Man hat dann: 

a . { — 1) = (— a). 
Die Grösse derjenigen Drehung, welche eine Gerade a in 
die entgegengesetzte Richtung bringt, ist hiernach durch den 
Factor (— 1) auszudrücken. Der entsprechende Winkel heisst 
ein gestreckter Winkel — Ferüer ist: 

(— a)(— l) = a; a.(— l)2 = a; 
d. h.: Eine weitere gleich grosse Drehung führt die Gerade 
aus der entgegengesetzten Richtung in die ursprüngliche 
zurück. — Der gestreckte Winkel ist also die Hälfte des 
geschlossenen. Und: Multiplication einer Geraden mit (-— 1) 
bedeutet eine halbe Umdrehung der Geraden. 

69. Suchen wir endlich denjenigen Factor x zu ermitteln, 
welcher eine Gerade um die Hälfte eines gestreckten Winkels 
dreht. Dann ist 
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a . X ==h] bx ==^ { — a); 

multiplicirt giebt dies: 

ab . x^ = — ab = ab ( — 1); 

oder: „ i ,/ — r 

x^ = — 1] X = y— 1 = * . 

Die Grösse derjenigen Drehung, welche der Hälfte eines 
gestreckten Winkels zukommt, ist also durch y — 1 zu be- 
zeichnen. Der entsprechende Winkel heisst rechter Winkel, 
und wird durch U bezeichnet. Die gegenseitige Richtung 
der Geraden a und b heisst senkrecht {normal). 

Hiernach ist: 

(+a)i = (+a)i« = (+6) 






(+ V) i = (+ a) i» = (- a) 

(_&)i = (+a)i^ = (+a), 

d. h.: durch vier successive 
Drehungen von gleicher Grösse 
(i) gelangt die Gerade a 



(-a)^ 



\ 



(-t-a) 



(-fv 



1. in die zu a senkrechte Richtung 6; 

2. in die zu a entgegengesetzte, zu b senkrechte Richtung 

(-«); 

3. in die zu a senkrechte^ zu b entgegengesetzte Richtung 

4. in die mit a übereinstimmende, zu b senkrechte Rich- 
tung a. 

Also entsprechen jeder der vier Richtungen zwei senk- 
rechte, untereinander entgegengesetzte Richtungen. 



Die Drehung von a um 

IE 
2R 
3B 
4i? 
5iJ 
6R 
TR 
SR 



jjrird ausgedrückt durch den Factor 

i' = -j- i 
i» = - 1 
- * 



.^ ,1 



t'^ 



i* = -\-l 

i'^ = -{- i 

j« = _ 1 = i^ 

l' = t = ^-^ 

i^ = + 1 == i 



,•4 



nB i»» = + i, — 1, — i, + 1; 

wenn n = U+l, 4fc + 2, 4Ä + 3, 4Z;(+4). 
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Fortgesetzte Drehung über 4 R hinaus führt die Gerade 
immer wieder in solche Richtungen, die sie schon früher inne 
gehabt. 

Die Fähigkeit der Zahl i, alle Richtungsveränderungen 
einer Geraden durch ihren Exponenten auszudrücken, hängt 
mit der Thatsache zusammen, dass der rechte Winkel ebenso 
als Mass aller Winkel gebraucht wird, wie irgend eine als 
Längeneinheit bezeichnete Strecke als Mass aller Strecken. 
Nur ist der rechte Winkel ein absolutes, die Längeneinheit 
ein relatives Mass.*) 

JEine Gerade mit i** muUipliciren bedeutet also nichts 
weiter als: dieselbe Gerade um n Rechte drehen. Dabei 
kann n jede reelle Zahl vorstellen. 
70. Wie eine Strecke durch ihre beiden Endpunkte, so ist 
ein Winkel durch seine beiden Schenkel (a, b) vollständig 
bestimmt. 

Durch Vertauschung von a und b erhält der Winkel die 
* entgegengesetzte Seite der Ebene (d. h. er bleibt ungeändert, 
wenn man ihn von der entgegengesetzten Seite der Ebene 
betrachtet). 

Hiernach entspricht, mit dem schon gefundenen Resultat 

übereinstimmend, die Ableitung eines Winkels aus 0wei Ge- 

i ■■■■■■ >> 

*) In der höheren Analysis beweist man, dass 

71 

wo — das dem rechten Winkel entsprechende Ausdehnungsgebüde, 
gemessen durch eine Strecke, bedeutet. Hieraus erhält man: 

also: . ^. 

Der letztere Factor e"* ist derjenige, dessen sich H. Grassmann 
zur Bezeichnung einer Drehung bedient (vgl. Ausdehnungslehre I. Vor- 
rede S. XI ff.). Dagegen hat, wie man sieht, in der elementaren Dar- 
stellung i^ den Vorzug der grösseren Einfachheit. — Die letzte Formel 
zeigt übrigens noch den Zusammenhang zwischen dem Winkel a und 
dem Winkel B, Wird nämlich die Grösse des rechten Winkels durch 

die Zahl — bezeichnet, sodass a = n» — = n2?, so ist eben i** =* e"*. 
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raden der Ableitung eines Quotienten aus Dividend und Divisor] 
man kann also sagen: Der Quotient zweier Richtungen ist 
der* durch dieselben bestimmte Winkel. In Buchstaben: 

a :b = i'^ 5 

6 : a = 1 : i» = i(~ «). 

Anm. Winkel, die grösser sind als ein gestreckter, heissen convex; 
solche, die kleiner sind: concav. Concave Winkel, die grösser sind als 
ein rechter, heissen stumpf, solche, die kleiner sind: spitz. 

Die beiden Drehungen, durch welche b aus a, und «71. 
aus b entsteht, heissen entgegengesetzt, und werden durch die 
entgegengesetzten Zeichen im Exponenten von i unterschie- 
den. — . Jede Gerade a kann sich hiernach nach zwei ent- 
gegengesetzten Seiten um denselben Punkt drehen, und kehrt 
in beiden Fällen in die ursprüngliche Richtung zurück. Von 
der entgegengesetzten Seite der Ebene betrachtet, erscheint 
die zweite Drehung der ersten gleich. 

Folgende Zusammenstellung zeigt die Resultate der beiden 
Drehungen : 

• i— i==a-— = a« ( — i) == — a • i= — 6. 



a-i 



;i 



a'i'^ = b'i^^== — a. 



a 



a'i~^=a'-z^ = a- ( — 1) = — a- 1 = — a. 



t 



a'i^=h-i'^== — b. a'i~''^=a'-^ = a- (+ i) = -\- a'i = -{-b. 
a'i^ = b-i^ = -{-a. a-i~*=a-^ = a-(-f- !) = + «• 1 = + a. 



a - 



Jede Gerade a kann also auch auf , 
zwei entgegengesetzten Wegen in die Rieh- ^ 
tung b gelangen. 

Sei a .i^=b der eine, und a .i^ = b 
der andere; dann erhält man durch Divi- 
sion: 

d. h. : (entweder 

m — w = 0; m = n 
oder) : 

m — w = 4; m = 4 + ^) 

d. h.: die absolute Summe der beiden Drehungen ist einer 
Umdrehung gleich. 
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Anm. Der Doppelsinn des Quotienten (b : a), der sich in der 

doppelten Bedeutung ^ und *" wiederfindet (selbst wenn, wie gewöhn- 

lich, m <[ 4 genommen wird), pflegt dadurch beseitigt zu werden, dass 

' man unter {b : a), wenn nichts weiter bestimmt ist, denjenigen Winkel 

^ versteht, in welchem m < 2 ist, d. h. den concaven Winkel. 

72. Wie jeder der beiden Endpunkte einer Strecke, so kann 
auch jeder der beiden Schenkel eines Winkels als erzeugendes 
Gebilde angesehen werden. Aus 

folgt: 

a:b = — = i-^ = (IT = (— ^>. 

Zwei Geraden (a, b) bilden also stets einen Winkel in 
doppeltem Sinne, je nachdem a oder b als bewegte Gerade 
angenommen wird. 

Anm. Die entgegengesetzten Drehungen werden durch die ent- 
s gegengesetzten Exponenten ausgedrückt; die entgegengesetzten Seiten der 
Ebene dagegeij durch die entgegengesetzten Zeichen von i, — Insbeson- 
dere sagt die Formel 

a :& = «-'"==(- *T : 

Wenn man von der Drehung a nach b (b : a) den üebergang zur ent- 
gegengesetzten Drehung b nach a (a:b) machen will, so muss man 
entweder die Bdchtung der Drehung auf derselben Seite der Ebene in 
die entgegengesetzte verwandeln (m in — m) oder dieselbe Drehung 
auf die entgegengesetzte Seite der Ebene übertragen (+ 1 in — i ver- 
wandeln); 

73. Auch die entgegengesetzten Richtungen von a und b 
bilden unter sich, und mit den ursprünglichen Richtungen 
Winkel, sodass im Ganzen überall, wo zwei Geraden sich 
schneiden, vier Winkel entstehen, nämlich: 

^^ +h ^ b ^ 
2) =^ = _l = i« 

^ + a a 

4) +^^ = -1 = »«. 
^ — a a 

Hieraus folgt: Die Winkel der entgegengesetzten Rich- 
tungen {Scheitelwinkel) sind denen der ursprünglichen gleich. 
{Scheitelwinkel sind einander gleich,) 
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Ferner erhält mau: 

' i"» . i« = _ 1 ; 
im + n =_ 1^ 

m -}- n = 2j 
d. h.: die Winkel, welche eine Gerade mit den beiden ent- 



oder: 
d. h.: 



^-^> 




r^aJ 



(-a) 



t^hj 



gegengesetzten Richtungen einer anderen bildet {Neben- 
Winkel) betragen zusammen zwei Bechte. 

Wenn eine Gerade a gleich grosse Drehungen um zwei 74. 
verschiedene Punkte 0, P macht, und . 
dadurch in die Richtungen 6, b^ geräth, 
so ist: 

i^ =z'b und a . i'« = 6j 5 



k b. ^ d 



a 



d. h. : 6 = Jj , 



O 



^a 



Dann also sind die neuen Richtun- 
gen gleich, d. h. die Geraden parallel. 

Die Winkel, welche zwei Parallelen 
mit einer dritten Geraden bilden, heissen 
entsprechende (correspondirende) Winkel. 

Ein entsprechender Winkel und der Scheitelwinkel des 
anderen heissen zusammen Wechselwinkel. 

Ein entsprechender Winkel und der diesseitige (auf der- 
selben Seite der dritten Geraden liegende) Nebenwinkel des 
anderen heissen zusammen Gegenwinkel, 

Ein entsprechender Winkel und der jenseitige (auf ent- 
gegengesetzter Seite der dritten Geraden liegende) Nebenwinkel 
des anderen heissen zusammen verschränkte Winkel. 

Da die Parallelen sowohl, wie die dritte Oerade, in dop- 
pelter Richtung genommen werden können, so sind vier 



— 42 -• 

Paare entsprechender Winkel vorhanden, und ebenso viele 
Paare von jeder der übrigen Arten. Es sind 



Entsprechende W. 


Wechselw. 


Gegenw. 


Verschränkte W. 


+ b +b, 


+ b 

+ a ' 


-b, 
— a 


+ a ' -a 


+ 6 
+ a ' 


-h 
+ a 

* 


b &, 
-f-a ' +a 


- b 
+ a ' 


— a 


— b —b, 
+ a ' — a 


+ « ' 


+ « 


+ b +&, 
— a ' — a 


+ b 
-a ' 


+ a 


+ b +b, 
— a ' +a 


+ b 

a ' 


b 
— a 


- 6 ~&, 

— a ' — a 


h 
a ' 


+ a 


- 6 —6, 

— a ' +a 

1 


-b 

a ' 


— a 



Hiemach liegen 



zur dritten Geraden 





1 

auf derselben S. 


auf entgegenges. S. 


(oberhalb \ 
(unterhalb; 


Entsprechende W. 
Gegenwinkel. 

* 


Verschränkte W. 


(innerhalb j 
( ausserhalb ; 


W echselwinkel. 



I 



Aus der Bezeichnung dieser Winkel folgt: 

Ein Paar entsprechende oder Wechsel winket sind ein- 
ander gleich. 

Ein Faar verschränkter oder Gegenwinkel beträgt zu- 
sammen zwei Bechte. 



b) Mehrmalige Drehung der Geraden. — Mehrere Winkel. 

75. Wenn sich eine Gerade a nach derselben Seite erst um 
mH bis h und dann um nR bis c dreht, so hat sie sich im 
Ganzen um (m + r^) ü von a bis c gedreht. Wenn nun 



so ist: 



{b : a) . (c : fe) = (c : a) oder i'« + « == i/>^ 

d. h. m;]+ ^ =i>. 
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Demnach ist der letztere Winkel das Product der beiden 
ersteren; oder: Das Fr o du et zweier mit dem Seheitel und 
einem Schenkel aneinander gelegten Winkel ist der Winkel 
zmschen ihren anderen Schenkeln, 

Gleichgiltig ist es dabei, ob die beiden Drehungen um 
denselben Punkt 0, oder um zwei 
verschiedene Punkte 0, P statt- 
finden. 

Im ersten Falle heissen die 
den Zahlen m und n entsprechen- 
den Winkel anstossende] im zwei- 
ten Falle bilden die drei Geraden 
ein Dreieck, und es heissen m, 
der Scheitelwinkel von w, und der 
Nebenwinkel zu p (in abgekürzter 
Ausdrucksweise) innere Winkel des 

Dreiecks; die Nebenwinkel derselben äussere Winkel des 
Dreiecks, und die letzte Formel m -{- n =p giebt den Satz : 
Der Aussemoinkel eines Dreiecks ist gl^h der Summe der 
gegenüberliegenden Innenwinkel. — Ist ferner q der innere 
Nebenwinkel von j?, so 
ist jp 4- 0^= 2, also auch 
m + w + g = 2, d. h. : 
die drei Innenwinkel 
eines Dreiecks hei/ragen 
zusammen zwei Bechte. 

Durch Anwendung y^ ' \ ' > ^ 76. 

des Begriffs der Divi- 
sion erhält man: 

(6 : a) = (c : a) : (c : h) oder m = p — w; n =p — m, 

d. h. : Der Quotient zweier mit dem Scheitel und einem Schenkel 
aufeinander gelegten Winkel ist der Winkel zwischen ihren 
anderen Schenkeln. 

Fällen die Geraden a und 6 zusammen, d. h. ist a = b, 77. 
so ist: 

(a : a) = (c : a) : (c : a) = 1 . m = 0] n=p. 

Fallen die Geraden a und c zusammen, d. h. ist a = c^ 78, 
so ist; 
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(b:a) = (a : a) :Xa :b) = 



a:h 



m = — w; n = — m. 



Winkel mit entgegengeseUter Drehung, oder auf entgegen- 
gesetzter Seite der Ebene werden behandelt wie einfache und 
umgekehrte Zahlen, 
79. Aus 78. folgt noch : 

(a : &) . (6 : a) = 1 5 m -{- n = 0, 

und die Formel 76. lässt sich in folgenden drei Formen 
schreiben : 



(+^) = (+p) + (_n) 
(+i>) = (+^)+(+m). 



(b : a) = (c : a) . (6 : c) 

(c :b) = {a:b) . {c :a) 

(a : c) = {b : c) , (a : b) 

Alle drei aber geben: 

(b : a) . {a : c) . {c :b) = ly m -\- n — p = 0, 

womit die Ausdehnung unserer Betrachtung auf mehr als 
zwei Winkel eingeleitet wird. 
80. Anwendung des Begriffs der Potenßirung, — Seien v 
Winkel in einer Ebene: Q) ' a), (c : b), (die) ... (n : m) 

einander gleich, so kann, 

wenn 

(6 : a) = (c : b) 

=={d:c) = -" = (n:m)=if* 
ist, das Product derselben: 

(t^ : a) = (i^y = if" 
gesetzt werden. Sei 



d 




iÄ><: 



so ist: 
oder: 



n 
a 



i% 



6 = ^V. 



: ^ = V] 

d. h.: der Quotient zweier 
Winkel in derselben Ebene ist eine Zahl. 

Anm. Die doppelte Darstellung eines Winkels als Quotient zweier 
Geraden, und als Vielfaches des als Einheit genommenen rechten Win- 
kels, der im Exponenten von i erscheint, hat zur Folge, dass die Ver- 
einigung von Winkeln durch die erste und durch die zweite Rech- 
nungsstufe ausführbar ist, je nachdem die eine oder die andere Be- 
trachtungsweise gewählt wird. In der vorstehenden Darstellung laufen 
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beide Entwickelungen parallel. — Für Winkel auf derselben Seite der 
Ebene ist die zweite BetracbtungsweisL* die übliche , weil dann die Be- 
handlung der Winkel derjenigen der Strecken conform ist; für Winkel 
auf entgegengesetzter Seite der Ebene würde sich die erste empfehlen. 



c) Bewegung eines Winkels auf einer Ebene. 

Bewegt ein Winkel i^ sich beliebig auf einer Ebene, 8i. 
und ist (6 : a) seine Anfangs-, fej : a^ seine Endstellung, so 
erleidet der Richtungsunterschied seiner Schenkel keine Aen- 

derung; also ist: 

(Jb : a) = (6, : a^) . 
Hieraus folgt: 

(6 : Jj) = (a : a^ und umgekehrt, 



d. h.: Anfangs- und Endrich- 
tung eines bewegten Winkels 
drehen sich um gleiche Grössen. 



Wenn Anfangs- und Endrich- 
tung eines Winkels sich um 
gleiche Grössen drehen^ so bleibt 
ihr Winkel ungeändert. 

Anm... Je nachdem um den Scheitelpunkt des gegebenen Winkels 
beide, oder ein, oder kein Schenkel sich dreht, sind für diese Bewegung 
drei Fälle zu unterscheiden, die jedoch nicht wesentlich verschieden 
sind. Dazu kommt als vierter Fall Lagenänderung der Schenkel. 



1. 




2. 




3. 




a. 



4. 



o<~ 



a 



^^ 
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82. Sei (6 : a) == i^; (& : &,) = i— *. 
Dann ist: 

d. Ix,: Das Product aus einem Winkel und seiner Anfangs- 

richtung ist seine Endrichtung, 

Ferner: 

a = b :iP ; b^ = h : i- ^ , 

d. h.: Der Quotient aus der ^ndrichtung und dem Winkel 
ist gleich der Anfangsrichtung. 
Ferner: 

83. Die Formeln in 81. werden gleichlautend, wenn 

a = b^ = m, also |} = — q. 

Beide lauten dann: 

{b : m) = {m : ä^), 
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(]. h. m hat gleichen Bichtungsunterschied gegen a^ und h. 
Die Gerade m heisst die Mittelrichtung von a^ und 6, oder 
die Halbirungslinie des Winkels (h : a^ ). 
Aus der letzten Formel folgt: 

b . tti = m . m = m^] Die zweite Wurzel aus dem Fro- 
ojer: ducte zweier Richtungen stellt 

m = -^yh .üy. ihre Mittelrichtung dar. 

Das doppelte Vorzeichen der Wurzel entspricht der dop- 
pelten Richtung von m. 

Ferner ist in diesem Falle: 

(61 : a) = 1 ; (6 : a^) = i^^. Die Halbirungslinie theilt den 
oder: Winkel in zwei gleiche iTheile, 

m = + ]K «i'^ ^"^^ = dz -«1 *'^ • 

Die Formeln in 81. kann man übereinstimmend schreiben: 84. 

6 . a, = a . 6, 



oder: 
. yb . «1 = }/a . bi = m. 



Wenn zwei Winkel einander 
gleich sind, so haben die Winkel 
zwischen der Anfyngsrichtung des 
einen und der Endrichtung des 
anderen gleiche Mittelrichtungen. 

Anm. Wenn a und ftj beide ihr Zeichen ändern, d. h. wenn man 
die entgegengesetzten Richtungen beider nimmt, so bleibt a . b^, mithin 



/flf 



* fn, 



^m 




^m 



■hm, 

auch m ungeändert, nämhch nach Belieben positiv oder negativ. — 
Aendert dagegen 6| sein Zeichen allein, so sei 61== — &2> ^^d man hat: 

— a . &2 = wi'; 
a . ftj = — w'; 

+ y a .b2=^m.i = mi. 

D. h.: m dreht sich um einen Hechten. {Die Halbinmgslinien zweier 
Nebenwinkel bilden einen rechten Winkel.) 

Die Formel (b : m) = (m : a^) lässt sich auch schreiben : 85. 

(m : «i) . (m : 6) = 1 , 
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Nunmehr lässt sich der Begriff der Mittelriehtung dahin 
erweitern, dass man sagt: Für v Richtungen a, b, c . . . n 
ist diejenige Richtung m die Mittehdchtung, welche der Be- 
dingung genügt: 

(m : a) . (m : 6) . (m : c) . . . . (w : w) = 1 , 

oder: v. 

m = ya .b.,.n. 

86. Winkel, die nicht an einander liegen (d. h. Scheitel und 
öinen Schenkel gemeinsam haben), können wir vereinigen^ 
indem wir sie erst durch Schiebung, resp. Drehung anein- 
anderlegen und dann addiren. 

87. Sei das Product von v Winkeln gleich Eins; also: 

(h : a) - (d : c) ' (f: e) - " = 1 . 

Dann können wir alle diese Winkel durch die Abweichun- 
. gen ihrer Schenkel von einer einzigen beliebigen festen Rich- 
tung V ausdrücken, indem wir setzen: 

{b : a) = {v : a) : (v : b) 

{d : c) = {v : c) : {v : d), 
sodass : 

(v : a) ' {v : c) ' (v : e) " ' = (v :b) {v : d) {v : f) - ' • , 

d. h.: Wenn das Product von v Winkeln auf einer Ebene 
Eins ist, so ist für jede beliebige Richtung der Ebene das Pro- 
duct der Abweichungen von den Anfangsrichtungen gleich dem 
Producte der Abweichungen von den .Endrichtungen, 

88. Ist b = d== f= * * * = mj so haben wir: 

(v : a) • (v : c) • (v : e) • ' • = (i/ : m)*; 

^^®^- m'' = a .c ,e , 

oder: ^ 

m = ya . c . e . . ., 

d. h.: Wenn auf einer Ebene eine Scharr von v Geraden 
gegeben ist, so ist für jede Richtung der Ebene das Product 
der Abweichungen von diesen n Geralden gleich der v^*^" Potenz 
ihrer Abweichung von deren Mittelrichtung. 

2. Bewegung eines auf der Geraden liegenden Punktes. — 

Die Kreislinie. 

89. Wenn eine Gerade um einen auf ihr liegenden Punkt 
sich dreht, so beschreibt jeder ihrer Punkte eine Kreislinie, 
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wenn die Drehung die Grösse eines geschlossenen Winkels 
erreicht; andernfalls nennt man den zurückgelegten Weg einen 
Kreisbogen. Dieses Gebilde ist durch Anfan^gs- und lümd' 
Stellung des bewegten Punktes vollständig begrenzt, also eine 
Grösse. — Der Kreisbogen ist das dem Winkel entsprechende 
Ausdehnungsgebilde, wie der Linientheil das der Strecke ent- 
sprechende Ausdehnungsgebilde war. 

Alle in dem Abschnitte über Winkel abgeleiteten Sätze 
lassen sich daher ohne Weiteres auf die Kreisbogen über- 
tragen, wenn man statt der Schenkel Punkte auf derselben 
Kreislinie, statt der Winkel Bogen setzt. 

In Bezug auf die Kreislinie heisst der feste Punkt 
Mittelpunkt {Centrum), weil zu jedem Punkte A der Kreis- 
linie ein anderer A^ gehört, welcher mit dem ersten durch 
die Beziehung verbunden ist: 

(0 — ^)i2 = 0--^i5 oder: — {0 — A) = — A^] 

oder: A — = — A^\ 

oder: n -^ + ^i 

Die bewegliche Strecke (0 — A) heisst Badius, der Winkel, 

dessen Schenkel zwei Radien (0 — A) und (0^ — B) sind, 

der also dem Bogen zwischen A und B entspricht: Centri- 

winkel. 

Anm. Betrachtet man einen Punkt A der Kreislinie als fest, den 
Mittelpunkt als beweglich, so nähert sich die Kreislinie, wenn der 
Mittelpunkt sich ins Unendliche von Ä entfernt, einer Geraden y und, 
wenn der Mittelpunkt sich Ä bis ins Unendliche nähert, einem Pu/nkte. 

r^ 8. Bewegung: einer auf der Geraden liegenden Strecke. 

Jede auf der Geraden liegende Strecke A — A^ lässtVO. 
sich darstellen als Differenz von zwei zu verschiedenen Kreis- 
linien gehörigen Radien, da 

A — Ai = {0-'Ai) — {0 — A) 

ist. Es genügt also, die Bewegung des Radius zu betrachten. 

Hat ein Radius (0 — A) durch Drehung um einen Winkel 

i^ die Richtung (0 — B) erreicht, so setzen wir folgerecht: 

{0 — A)i^ = {0-B). 
Hieraus folgt: 

(0 — -B):(0 — ^) ==:*"»; 

Sohlegel, Syst. d. Banmlehre. 4 
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d. h. : ein Bogen ist durch seine Endpunkte {A, B) und 
durch den zugehörigen MittelpunM genau bestimmt. 
91. Die Verbindungsstrecke der beiden Punkte A und B 

(Ä — B) heisst Sehne des Bo- 
gens und, wenn sie durch den 
Mittelpunkt geht, Durchmesser, 
Das Dreieck der Punkte A, B, 
heisst gleichschenhlig y {A — B) 
seineBasis, {0 — J.)und(0 — B) 
seine Schenkel^ der Eckpunkt 
seine Spitze. 
Da 

(^-^) = (0-JB)-(0-^), 

so ist: 

{A — B)^(0 — B) (1 — i-^) ' 

und {B — A)^ (0 — A) (1 — i^) . 

Diese Formeln zeigen den Zusammenhang zwischen Sehne, 
Bogen und Radius. 

Hat ein Radius (0 — A) durch Drehung um den Winkel 
i^ die Richtung (0 — B) und dann durch Drehung um den 
Winkel i** die Richtung (0 — G) erreicht, so ist: 

,■-' ■. (0 — B) i» = (0 — 0) ; 

folglich : 

iJ. {0 - A)i'»+*={0~C). 

Und, wenn 

w + w +^ = 4, 

so ist: 

{0 — C)iP^{0 — A). 

Ferner erhalten wir für die drei ein Dreieck bildenden 
Sehnen {A — B), {B — C), {C - A) folgende Werthe: 

{A — B) = {0-B)-{0-A) = {0 — B) (1 — »•-"■) 

{B — C)={0-C)—{0 — B)='{0 — B) (i« — 1) 

(C — ^) = (0 — ^) - (0 — C) = (0 — B) (i— » — i"), 

oder, wenn wir diese drei Formeln durcheinander dividiren, 
wobei auf der rechten Seite (0 — B) wegfällt: 
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Ä B 1— i""* i*"-! 


ir"" - i» 


B C *•» 1 i-P i'" 


1 i-»» 



C-A ^ 



m 



i-c-p 



i^ — \ 



Diese Formeln bezeichnen den Zusammenhang zwischen 
den Seiten des Dreiecks und den denselben entsprechenden 
Centri winkeln. 

Statt 92. 

{B^C):{C- A)=. {in — 1) : ((-m __ ^n) 

kann man schreiben: 

{B — C)i-^ — (B—C) i^ = {C — A) i« — (C— Ay, 
oder: 
{B — C) i-^ - [{B — C) + (C - A)] i^-^{C — A) = 0; 
oder: ^jg _ (.^^._> + (^ _ 5)^» + (C ~ ^) = 0, 

d. h. : Dreht man zwei Seiten des Dreiecks in entgegengesetzter 
Richtung y jede um den CentriwinJcel der anderen, so entsteht " 
ein neues Dreieck, dessen Seiten von gleicher Länge mit denen 
des ursprünglichen sind. 

Geht der Punkt B durch diese Drehung in Bi über, 
so ist: 
{B, — C)={B-G)i--^ 

{A—B,)={A—B)i\ 



Und: 








Ci 


(A- 

(B,- 
(0- 


-B,)t~ 
■A) 


n 


1 — i-"» 
i"" 1 


\ 


oder: 








1 


A — 


B, 
-C 


e. 


_in-m 




B,- 


i" 


m ^m 




C- 


A 




- m V» 





oder, durch Multiplica- 
tion mit — i'«-«: 



1 —i 



m 



— 1 



-•m 




A — B^ ^ 
B^ — G_ 

Das zweite Dreieck unterscheidet sich also vom ersten 
nur durch den entgegengesetzten Sinn von m und n\ oder , 

4* 
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die beiden Dreiecke, von entgegengesetzten Seiten der Ebene 

betrachtet, sind gleich. Solche Dreiecke heissen symmetrisch. 

Anm. Construction eines symmetriscben Dreiecks mittelst des 
Zirkels. 

Bei der eben beschriebenen Drehung blieb (C — A) in 
Ruhe; multipliciren wir aber die Drehungsformel mit i^ und 
mit i-~^, so entstehen zwei andere Drehungsformeln, bei deren 
Anwendung die beiden anderen Strecken in Ruhe bleiben. 
Diese Formeln sind: 

iJB — G) + {A — B)r-P + (C - Ä)i^=0, 

(B — C)iP + (^ _ 2?) + {C—A)i-^ = 0. 

93. Seien a, (—6), c die Geraden, auf denen resp. die 
Strecken {B — C), {G — A), (-4 — B) liegen , und a^ , Cy 
die Geraden, auf denen bei der erstbezeichneten Drehung des 

■ 

Dreiecks die Strecken {B^ — C), (-4. — JB,) liegen; sei ferner: 

c : 6 = i- «i; a : & = i+y» ; a : c = i^-i^^ = i+(ai + yi), 
so ist: 

Diese Formeln zeigen, dass auch die Winkel bei B und 




By sich nur durch den entgegengesetzten Sinn ihrer Drehun- 
gen unterscheiden. 

Weiter erhalten wir: 

cr^ : c = i^*'' = ^'* ; a : a, = i^y^ = i^ ; 

^Iso: fi ^^ o P 

«1 = 2 5 yi = Y ; Pi = y; 

d. h. : die drei Winkel des ursprüaglichen] Dreiecks sind halb 
so gross, als die Centriwinkel, welche resp. denselben Seiten 
des Dreiecks gegenüberliegen. 
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Nennt mau die Winkel des Dreiecks PeripJieriewinkel 
(weil ihre Scheitel auf der Peripherie des Kreises liegen), 
welche zu den gegenüberliegenden Seiten (Sehnen und Bogen) 
gehören, so heisst der Satz: Jeder Peripheriewinkel am Kreise 
ist halb so gross als der Centriwinkel , welcher m demselben 
Bogen gehört — Daraus folgt: Alle PeripheriewinJcel eines 
Kreises, welche zu demselben, oder zu gleichen Bogen gehären, 
sitid gleich, — Zwei Peripheriewinkel, welche zu Bogen ge- 
liören, die zusammen gleich der ganzen Kreislinie sind, be- 
tragen zusammen zwei Hechte. — Die vier Schenkel dieser 
beiden Winkel, als Linientheile betrachtet, bilden ein Viereck, 
dessen Eckpunkte auf der Peripherie liegen (ein dem Kreise 
eingeschriebenes Viereck). Dieses Viereck hat also die Eigen- 
schaft, da^ je zwei gegenüberliegende seiner Innenwinkel zu- 
sammen zwei Bechte betragen. — Der Peripheriewinkel, dessen 
Schenkel den Kreis in den Bndpunkten eines Durchm^ßers 
treffen, ist ein Bechten 

Dieser Satz dient zur Lösung der Aufgabe: In einem 
gegebenen Punkte Ä einer Geraden eine 
Senkrechte zu errichten. — Man wähle 
beliebig ausserhalb der Geraden, beschreibe 
mit OÄ einen Kreis, der die Gerade noch _ 
in B schneidet, ziehe BO bis zum Durch- 
schnittspunkt C, und ziehe CA] dann steht 
CA senkrecht auf AB. 

Spedeller Fall. Sei m = 2; dann ist ^j == 1 ; a = — aj ; 94. 
und (£, _ C) = — (B - C). 

Die Punkte A, B^, B sind nun ^ 
die Eckpunkte eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks j und die Strecke 
{C — A), welche Höhe des Dreiecks 
heisst, hat folgende Eigenschaften: 

1) Sie ist die Halbirungslinie 

des Winkels an der Spitze («j = y) • 

2) Sie hälbirt die Basis. 

[{B, - C) = - (5 . 



M^'- 



a 



A 



B 



u 



B 



C); also C=— t?i]. 



3) Sie bildet mit der Basis rechte Winkel, (^i = ^ = l)* 
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Ausserdem ist (a : c) = — (a, : c,); d. h. : Die Winkel an 
der Basis des gleichschenkligen Dreiecks sind gleich gross und 
entgegengesetzt. 

Aus «1 4" i'i + ^1 = 2 folgt in diesem Falle: a^-\- ß^ = \*^ 

also: j3^ = 1 — «jj und, da «, = — ist: /3j = 1 — ^5 

n = 2 — 2ß^. 

Verbindet man in der Figur zu' 93. die Punkte B und jB,, 

so entstellen zwei gleichschenklige Dreiecke mit gemeinsamer 

Basis. Die Gerade h hat in beiden dieselben Eigenschaften. 

Anm. Auf diese Eigenschaften der Geraden h gründen sich fol- 
gende ConstrucHonen: 1) Halbirung einer Strecke {B — 5,). 2) Hal- 
birung eines Winkels (w oder n). 3) Construction eines rechten Win- 
kels, oder einer Normalen, wenn eine Gerade und a) ein Punkt auf 
derselben, b) ein Punkt ausserhalb derselben gegeben ist. 

Anwendung der letzten Sätze auf das in 91. enthaltene 
gleichschenklige Dreieck. 
95. Wenn die Geraden a, h, c dieselbe Bedeutung haben, 
wie in 93., und ausserdem in 91. die Geraden, auf denen die 



3^ 




Strecken {0 — A), {0 — B), \0 — G) liegen, resp. mit a?„ 
^2; ^3 bezeichnet sind, so ist nach 94.: 



1 *" 

— x* / 


2 


n 

• 


1-^ 
C 






• 


X, } 2 


X2 




a 


a / 2 






/ 2 



x^ 






X, 
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Das Dreieck der Punkte Ä^ B, C heisst: „dem Kreise 
einheschriehen'^] die in den Mitten seiner Seiten construirten 
Senkrechten schneiden sich im Mittelpunkte des Kreises. 

Aus den letzten Formeln, folgt noch z. B., dass 

; oder: b = }/— x^x^-, 



Xi 



= — : oder: 



CCv 



d. h. : Im gleichschenkligen Dreieck halbirt eine durch die 
Spitze mit der Basis gezogene Parallele die Äussenwinkel an 
der Spitze. 

SpedeUer Fall. Ist a = c, d. h. fallen diese .Geraden 96. 
zusammen, so liegen Ä, B, C in derselben Geraden. Dann 

aber ist: 

m + n _ ^, 

9 ^5 



m 



n] 



d. h. Ä und C fallen zusammen. Es können also drei Punkte 

nicht gleichzeitig auf einer Geraden und einer Kreislinie liegen. 

Eine Gerade, welche zwei 

Punkte mit einer Kreis- 3^ 

linie gemeinsam hat, heisst 

Secante. 

Ferner erhalten wir: ^/^ 
x^ = Xo, und : 

h . i = — x^] 

d. h.: Fallen die beiden 
DurcJhSchnittspunkte einer 
Geraden und eines Krei- 
ses in einen einzigen zu- 
sammen, so steht die Ge- 
rade auf dem durch den 
Durchschnittspunkt gezogenen Radius senkrecht. 

Eine Gerade, welche nur einen Punkt mit einer Kreis- 
linie gemeinsam hat, heisst Tangente, und man sagt, sie be- 
rühre die Kreislinie. 

Auch in diesem Falle ist noch c:b = i~"' , oder a:b=i+y'] 
d. h. : Der Winkel zwischen einer Tangente und einer durch 
denselben Punkt gehenden Secante ist dem ^ Peripheriewinkel 
gleich, welcher zu dem von der Secante abgeschnittenen Bogen 
gehört. 





:a ' "^ 
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97. In dem unter 94. bettachteten speciellen Falle war in 
dem Dreieck der Punkte -4, \B,, C ein Winkel ein rechter. 

Das Dreieck selbst heisst recht- 
winklig , die Strecke (J. — ^ £,) 
Hypotenuse, die beiden Strecken 
(B — C) {C— Ä), (welche auf 
j den Schenkeln des rechten Win- 
kels liegen): Katheten. 

Aus C=—^ folgt: 

d. h.: Im gleichschenkligen Dreieck ist die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte eines Schenkels und der Basis dem andern 
Schenkel parallel, und gleich lang mit der Hälfte des Schen- 
kels; oder: Im rechtwinkligen Dreieck ist die Verbindungs- 
linie der Mitte der Hypotenuse mit dem Scheitel des rechten 
Winkels gleich lang mit der halben Hypotenuse. 

Ebenso er];iält man: 

d. h.: Im gleichschenkligen Dreieck liegen die Mittelpunkte 
der Schenkel mit dem der Hohe in gerader Linie, und der 
letztere ist die Mitte der beiden anderen. 

Wendet man auf das rechtwinklige Dreieck die in 91. 
zwischen den Strecken {A — B), {B — C), (C — A) ent- 
wickelten Beziehungen an , indem man darin m =f= 2 setzt; 
so folgt: 



A B 


2 


- 2 iT-" — i^ 


B C 


t"-l 


i-P + l 1 i-« 



C-A -i_t« i-i-^ i*-i 

Die letzten beiden Werthe des Verhältnisses verwandeln 
sich in den vorhergehenden, wenn man für p seinen Werth 
(2 — n) setzt. " 

Die erste Doppelgleichung aber lässt sich in folgende 
Fartialgleichungen zerlegen, wenn man 2a^ für n setzt: 

B-~C ^ l — i^"'^ . A-C ^ l-fi^"^ , B — C _ 1-i^^^ 
B — A~ 2 ' A.— B"^ 2 ' C — A~i^iia,' 
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Wir bezeichnen nun zur Abkürzung diese drei Verhält- 98. 
nisse der Reihe nach mit S{a^)] C{cc^)] T(a^)j sodass: 

ist. 

Anm. Die Wahl der Bachstaben S, C, T gründet sich auf fol- 
genden Umstand : Ersetzt man die Strecken (B — G)j (B — J.), {Ä — C) 
darch ilire numerischen Werthe, so verwandeln sich die drei Verhält- 
nisse resp. in Sinus, Cosinus, Tangens der Zahl o;,. Ebenso sind sina,, 
cos ffi, tg «1 resp. die numerischen Werthe von <S(a,), C(oft), ^(«1); 

d. h. es ist siu a, =/>5(ai)^; cos «i = /C(a,)^ tg a, = /t («,)-; 
und aus <5?(ai) + C'(a,) == 1 folgt durch innere Quadrirung: 

[iSf(ai^ + a(a,)]^=l; oder S{a,f- + CM^ =^ U 
oder sin* a^ + cos* «1=1. 

Andere Formeln bleiben ungeändert. 

Zwischen den Grössen iS(a,), C{a^), T (u^) bestehen 
nun folgende Beziehungen: 

'S («,) + C («,) = 1 ; C(a,)- 5 («,) = »*«■; • 

S(2a,) = 2Ä(«,).C(«.); 
[C(«,)]»-[iS(«,)F=>«.; ^ 

\C («,)]' + [Ä(«i)]' = ^^^' = (^(2 «,). 
Setzen wir «i = /3i + yi, so folgt: 

^{P\+7\)= 2 ^ 4 ' 4 

t'(Pi + J'iJ= 2 °^ 4 ' " ~ 4 

= C(/3,)C(y.)H-S(/J.)Ä(yi). 
Setzt man a, = — d,, so folgt: 



oder: 



C 



Ferner ist für 
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CK) = o. 1. 0. 1. '-±' 4^'l-t^ 4^*- 
5fK)=i. 0. 1. 0. ^ü' 1±* ^i 4». 

Wenn, wie oben, w + jp == 2, also «1 + 13, = 1, oder 
/3, — *i= 1 ist, so ist /3, = 1 + d,; ^2/Jx = i2 ^ ^-2^,^ __ i2cr.. 

folglich : 

ferner: 2;S(^,) C(^,) = 2S(<J,) <7((y,); 

°*'®'^- , S(2/J,) = Ä(2d,)5 

daher auch: C(2/3,) = C(2(J,).*) 

Die Formeln in 92. lassen sich nan schreiben: 



*) Der Unterschied zwischen den Ausdrücken ^(«1), C7(a,) und 
den entsprechenden trigonometrischen Functionen verdeutlicht sich auch 

geometrisch durch folgende Betrachtung. Wenn ofj — = or, so ist 

e«' + e- «' t"^ + i~ "^ 1 + i^"* 

cos a = =-- = — -h; 7 = — ' 

, 2 2 • 2i«^ 

und 

e«* -_ e" «» i«^ - %- «* 1 — 1*2«» 1 — i^«» . 

2» 2* _2t"* + ^ 2i"» 

Demnach ist cos cc = — ^ , und sm a == — ; oder: 

D. h. : .Weil der Quotient zweier Strecken nur dann eine Zahl ist, wenn 
dieselben gleich gerichtet sind, so muss man, um cos a zu erhalten, 
die Strecke {A — C) durch Drehung um den Winkel ( — «j) in die 
Richtung von {A — B) bringen; ebenso muss man, um sin a zu erhal- 
ten, die Strecke (J? — C) durch zwei Drehungen, um den Winkel (-— a,) 
und um einen Rechten, in die Richtung von {B — A) bringen. Es sind 
also S{ai) und 0(a,) die Quotienten der betreffenden Strecken (mit 
Festhaltung ihrer Richtung); und sin a und cos cc diejenigen ihrer nu- 
merischen Werthe. Durch die oben gegebenen Beziehungen zwischen 
C7(ori) und cos c^, sowie zwischen S(ai) und sin a lassen sich nun alle 
Formeln der einen Kategorie in die der andern verwandeln. 
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Gehen von einem Punkte C innerhalb , oder ausserhalb 99. 
eiijes Kreises zwei Secanten nach der Kreislinie, welche die- 
selbe in den Punkten Ä 
und JBj, resp. B und Ä^ 
schneiden, so sind in den 
Dreiecken (C Ä B) und 
{GÄ^B^) die mit gleichen 
Buchstaben bezeichneten 
Winkel (yccß) gleich. Folg- 
lich hat man: 

B -A S{y) 






~. 7 



G 


A 


C 


B 


A 


~5 


A 


C 


B 


- c 


oder: 




B — 


A 


A- 


G ■" 


C- 


B 


B- 


A " 


A- 


G 



S(-ß) 
S(oc\ 

S(ß) 




\ 



/ 



/ 



\ 



/ 



\ 



\ 

\ 






S(ß) 
S{a)' 



G — B 

Femer erhält man drei 
richtige Formeln, wenn 
man hierin Ä^ uud B^ 
statt A und Bj und — a, 
— ßf — y statt «5 j3; y setzt. Beide Reihen combinirt aber geben: 




B^-A 
A — G 

G -B 
B -A 

A- G 



o- 2a 



oder auch : 



G -B 

(B — A) t« 






(B, 



B,-A, 
A^- G 

G -^B, 

B,-A, r 

G -B, 

•A,)i-^ 



S 



G — A G-A^ 

jG — B) i^ _ {G—B^)ir^ 



A — B 

(A - G) jf 
B — G 



A,~B, 

(A, — G)i-y 

B,-G 
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d. h.: Bringt man in den Dreiecken (ABC) und (Ä^B^C) 
zwei Paare entsprechender Seiten durch Drehung in je eine 
Gerade, so ist der Quotient, der beiden Seitenstrecken für 
beide Dreiecke gleich. 

Dasselbe gilt von den Dreiecken (CÄÄi) und {CBBi). 
— Solche Dreiecke heissen symmetrisch ähnlich. 

Also: Der Durchschnittspunkt zweier Gegenseiten eines 
-dem Kreise einbeschriebenen, Vierecks bildet mit den Ecken 
des Vierecks paarweise syminetrisch ahnliche Dreiecke, 

Geht eine der Secanten in eine Tangente über, d. h. ist 
z. B. ^ = JBi , dann kj^nn man die letzte Formel schreiben : 

(B-C)i-y A-C 

Die Strecke A — C heisst nun die mittlere Proportionale 
zwischen den um ( — y) gedrehten Strecken (J5 — C) und 

(A - C). 

Anm. Handelt es sich nur um die numerischen Werthe der 
Strecken, so kann man die imaginären Factoren überall weglassen und 
den Sätzen einen einfacheren Wortausdruck geben. 

100. Die in den Mitten der Seiten eines Dreiecks (ABC) 
errichteten Senkrechten schneiden sich, wie wir oben sahen, 

in einem Punkte. — Ver- 
bindet man nun die Fuss- 
punkte dieser Senkrech- 
ten, so entsteht ein zwei- 
tes Dreieck, (J., B^ Cj), 
in welchem jene Senk- 
rechten aus den Ecken 
auf die Gegenseiten ge- 
fällt sind, und Höhen 
^ heissen. — Also schnei- 
den sich auch die Höhen 
eines Dreiecks in dem- 
selben Punkte, — Ver- 
bindet man endlich die 
Fusspunkte dieser Senkrechten, so entsteht ein drittes Dreieck 
{A2 B2 €2)' Nun liegen auf der Peripherie eines Kreises die 
Punkte: 

{A,Ä^B,B,), {B,JB,C,G,), {C,C,A^A,); 
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folglich sind symmetrisch ähnlich die Dreiecke: 

-Aj jD| Gj ^ Jl>j Gj -a.| ^ Gj -4. j jDj . 

Daher sind die in A2S2C2 an {B^C^)y {CyA^), {A^B^) 
liegenden Winkelpaare resp. gleich c^ßy. Folglich sind 
die obigen Senkrechten die HalhirungsUnien der Winkel des 
Dreiecks (^21^2^2)) ^^^ schneiden sich auch diese in einem 
Funkte, 

Im Dreieck der Punkte {A^ JB, G^) finden folgende Be- 101. 
Ziehungen statt: 

Setzt man die Werthe für S{a) einander gleich; des- 
gleichen für S{ß) und S(y), so hat man den Satz: Die 
Höhen eines Dreiecks verhalten sich umgekehrt, wie die zu- 
gehörigen Seiten. 

Sei ferner X der Durchschnittspunkt der drei Hohen^ und 

^==«1-^1 + «2^ ; («i + «2) = l; 

folglich: „,(X_^,) = «.(^.-X). 

Dann ist: 

°<^«'= {Ä,-X) = l,Siß){Ä,-B,). 

Ferner, da 

(^,-X) = (^,-B,) + (B,-Z) 
^«t= (5j - X) = (a,8{ß) - 1) (A, - S,); 

endlich : iv skr^ 1 

(J5, - X) = ^'^^^ . {B, - B,). 

Setzen wir nun 

Sjäj "2 J Pi n' P2 — ^? 

dann ist X^ß.B.+ß^B^. 

Setzt man ferner X = ^i C| + ^2^2; ^^ erhält man durch 
eine ganz analoge Rechnung: 



also: 
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7tS(ß)-l . . 

S(v) — P^' 



Vermöge dieser Gleichungen kann man die Grossen 

^2/^2^2 ^^^ ^{^)} ^{ß)y ^(y) beliebig durch einander aus- 
drücken. Man erhält: 



s («) = ^^4^^^ 



S(ß) 



2^2 72 
72 + «2 — ß2 

2 7,^2 

— ^2 + P2 — 72 



^(y) = ^SK 



^"2— 2Ä(/3)Ä(y) ' 



2 Ä' (y) Ä (or) 



P2 Q Ä /-,^ ä7/v\ 9 



^2 2S{(x)S{ß) 



4. Bewegung eines auf der Q^raden liegenden Linientheils. — 

Die Kreisfläche. 

102. Wenn eine Gerade um einen auf ihr liegenden Punkt 
sich dreht, so beschreibt ein von ausgehender Linientheil 
eine Kreisfläche, wenn die Drehung die Grösse eines geschlos- 
senen Winkels erreicht; andernfalls nennt man den zurück- 
gelegten Weg einen Kreisausschnitt. Dieses Gebilde ist durch 
Anfangs ' und Endstellung des bewegten Linientheils, und 
durch den von dessen Endpunkte beschriebenen Bogen voll- 
ständig begrenzt, also eine Grösse. — Der Kreisausschnitt 
kann, wie der Kreisbogen, als ein dem Winkel entsprechen- 
des Ausdehnungsgebilde angesehen werden. 

Alle in dem Abschnitte über Winkel abgeleiteten Sätze 
lassen sich unmittelbar auf den Kreisausschnitt übertragen, 
wenn man statt der Schenkel Linientheile, von dem Drehungs- 
punkte ausgehend, und statt der W^inkel Kreisausschnitte setzt. 

Betrachtet man die Kreisfläche nicht als Mass für die 
Drehung des Linientheils, sondern als Theil der Ebene y so 
ist sie auf der Ebene dasselbe, was der Linientheil auf der 
Geraden ist. Sie bestimmt die Seite der Ebene, ist ein Theil 
von ihr, und entsteht durch Drehung des Linientheils, wie 
dieser durch Schiebung des Punktes. 
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5. DrehuDg am einen ausserhalb der Geraden liegenden Punkt. 

1. Bewegung einer Geraden. 

Wenn auf dem Umfange einer Kreislinie ein Punkt nebst 103. 
der zugehörigen Tangente gegeben ist, und, während der 
Punkt auf der Kreislinie fortschreitet, die Gerad«^ sieh so be- 
wegt, dass sie stets die zu dem Punkte gehörige Tangente 
bleibt, ^so sagt man, die Gerade drehe sich um das Centrum 
des Kreises. 

Ist die Gerade bei dieser Bewegung in die ursprungliche 
Richtung zurückgekehrt, was der Fall ist, wenn der Punkt 
die ganze Kreislinie beschrieben hat, so hat sie selbst die 
ganze Ebene beschrieben, mit Ausnahme der Kreisfläche. 
Man sagt daher, dass die Gerade (in ihren verschiedenen 
Richtungen) die Kreisfläche umhülle. 

Da die Gerade in jeder ihrer Richtungen einen Punkt 
mit der Kreislinie gemeinsam hat, so kann sie ebenso, wie 
der Punkt, für die Kreislinie als erzeugendes Gebilde ange- 
sehen werden.* 

Anm. Betrachtet man einen Punkte, der Kreiblinie als fest, den 
Mittelpunkt als beweglich, so nähert sich auch bei dieser Eutstehungs- 
weise die Kreislinie, wenn der Mittelpunkt sich ins Unendliche von A 
entfernt, einer Geraden, nämlich der Tangente in A, und, wenn der 
Mittelpunkt sich A bis ins Unendliche nähert, einem Punkte, nämlich 
dem Durchschnittspunkte aller durch A möglichen Geraden. 

Wenn eine Gerade a durch Drehung um einen Punkt 104. 
in die Richtung b ge- 
kommen ist, so seien 
die Berührungspunkte 
von a und b mit der 
Kreislinie r§sp. durch a 
-4, und Bi bezeichnet, 
und die Geraden, auf 
denen die Strecken 
(0— -4i)und(0— J?,) 
liegen, resp. durch a^ 
und b^. Man hat dann : 

h^ . i =^b. 
Da nun «j : a = ?>^ : 6, so ist, wie schon bekannt: 
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oder: 



Aber anch, wenn man für a, und a ihre Werthe setzt: 
-r^ = a^b^i] oder — ab = -{- aib^] 

i j/a b = j/a^ b^ = m, 

d. h.: Die Halbirungslinie des Winkels der Richtungen (a) 
und ( — b) ist mit derjenigen von a^ und b^ gleich gerichtet. 
Da nun (0 — -4,) i« =f= (0 — JB,); und, wenn der Schnitt- 
punkt von a und b mit C bezeichnet wird; 

(0-^,) + C^i-CO + (C-0) = 

ist, ausserdem aber auch: 

(0 -£,) + (5, - O + ((7~ 0) = 0, 

so sind die Dreiecke der Punkte (OÄ^C) und (OB^C) sym- 
metrisch; denn a^ : Sj = a : 6; oder, wenn a^i** = i^i, so ist 



a 



na — 2 



== — 6 ; also : 



(0 — J.,)i« + (^j — C) i«-2 + (C— 0) = 0. 

Also geht die Halbirungslinie des Winkels a : ( — b) 
durch den Mittelpunkt der Kreislinie, und die Mittelrichtun- 
gen zwischen a, ( — 6) und a^ &, fallen in dieselbe Gerade. 
105. Wenn die Gerade b durch weitere Drehung in die Rich- 
tung c gekommen ist, und der neue Berührungspunkt C^ ge- 
nannt wird, die Durch- 
schnittspunkte von c mit b 
und a : A und JB; dann bil- 
den die drei Tangenten a, 
— ^ 3 6; ö das Dreieck der Punkte 
-4, JB, (7, und nach voriger 
Nr. gehen nun die Halbi- 
rungslinien der Nebenwinkel 

— sammtlich 
a 

durch den Punkt 0. Das 
Dreieck der Punkte A^ By G heisst „dem Kreise um- 
schrieben^^. Wählt man auf den Geraden a, 6, c die Rich- 
tungen anders, so sind im Ganzen 8 = 2.2.2 Combina* 
tionen möglich, nämlich: 




^ Von -^ , — 

o b ' c 
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(+ «; + 6; + c); (+ a, +V, — c); (+ a, —h, + c); 

(+«; - 6, — c); 

(— «; — 6; — C); (— «; — &5 + c); (— a, + 6, — c); 

(-^«; +6, +C); 
diejenigen der zweiten Reihe gehen aber aus denen der ersten 
hervor, wenn man auf allen drei Geraden die entgegengesetzte 
Richtung nimmt. Es bleiben also vier unabhängige Fälle, 
und jedem davon entspricht ein Berührungskreis. Die vier 
Mittelpunkte dieser BerührungsJcreise sind die Durchsehnitts- 
punJcte der Halbirtingslinien aller von den Geraden a, b, c 
gebildeten Winkel 




2. Bewegung einer Strecke. 

Wenn keiner der Endpunkte einer Strecke (-4. — Ji5) mit 106. 
dem Drehungspunkte zusammenfällt, so kann man immer 
setzen: 

{A—B)={0-B) — {0-A). 

Ist nun 

(0 — 2i)i^ = (o — ^i); 

(0 — ^)i'« = (0 — ^); 
so folgt: 

{A — B)i^^ = {0 — B^) 

d. h. : Wenn zwei Strecken um 
ihren gemeinsamen Endpunkt o 

gleiche Winkel beschreiben, so beschreibt die Verhindungsstrecke 
ihrer Endpunkte den gleichen Winkel 
Umgekehrt : Wenn 

(A - S) == {0 - B) - (0 - Ä); 

{A, - B,) = {0 ~ B,) - {0 - A,); 
so folgt: 

(0 ~ B) i^^ — {0 — Ä) i^ = (0 — b;) - (0 — a;) . 

Ist nun (0 — Ä)i'^ = (0 — ^,)5 d. h.: beschreibt die 
Strecke (0 — A) denselben Winkel um 0, so ist auch 

(0 — B) i^' = (0 — J5J. 

Schlegel, Syst. d. Ranmlohro. 5 



und 
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Der Drehungspunkt ist hiernach der Schnittpunkt der 
in den Mitten der Strecken {Ä — Ä^) und (B — JS,) con- 
struirten senkrechten Geraden. — Analytisch ist der Drehungs- 
punkt bestimmt durch die Formel: 

O — Ai O — Bi , Ä — B Äi — Bi 

1 — i • od PI* • — — i • 

O^A — B^ O — A — Ai 

Für zwei beliebig verschieden gerichtete gleich lange 
Strecken in der Ebene giebt es stets einen Drehungspunkt. 

Hieraus nun ergeben sich sogleich für die Eichtungs- 
änderung eines Dreiecks {OAB) folgende Sätze: 

Wenn ein Dreieck sich um einen seiner EcJcpunMe dreht, 
so beschreiben seine Seiten gleiche Winkel, 

Wenn zwei Seiten eines Dreiecks um den gemeinsamen 
Eckpunkt gleiche Winkel beschreiben y so beschreibt die dritte 
Seite den gleichen Winkel. 

Ein Dreieck bleibt durch Drehung ungeändert, wenn zwei 
seiner Seiten ihren Bichtungsunterschied nicht geändert haben. 
107. Wenn zwei Strecken {A — B) und {B — C) sich um 
gleiche Winkel (m) um einen beliebigen Punkt in der 
Ebene gedreht haben und dadurch in die Lagen (-4, — B{), 
{B^ — C,) gekommen sind, so muss nach voriger Nr. sein: 

Cr "' -" 



/v. 






S 









.V-'' 






\ 



\ 






^ 



N 






\ I 



\ ' / .-" \ 



.-'\ \ / 



/ 

\ ] / 

■sL'.:- 






o 4 

{A-B)i'- = {A,-B,) • {B-C)i'- = {B,-C,). 

Nun ist: 

{A-B)=={0-B)-{0-Ä); 

iÄ,-B,) = iO-B,)-{0-Ä,); 

{B-C) = {0-O-{0-B); 
{B^-C,)^{0-C,)-{0-B,y, 
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folglich : 

(0 — B) i'" — {0 — Ä) i'" = (0 — £,) — (0 — Ai); 
(0 — C) i'" -{O-B) i'" = (0 — C,) — (0 - £,). 



Ist nun: 



{0 — Ä)i"' = (0 — J.j), 



oder 77i 7T=T7^ j4 ) wodurch bestimmt ist, so ist 



auch : 
und 



(0 — B) i'" = (0 — B,) 

(0-0)i- = (0-C,); 
d. h.: das ganze Dreieck der Punkte {A, By C) dreht sich 
um 0. 

Die Sätze der vorigen Nr. gelten nun für die Drehung 
um einen beliebigen Punkt der Ebene. 

Die letzten Formeln liefern aber noch folgenden Satz: 
. Die in den Mitten der Verbindungslinien zweier liomo- 
loger Eehen beliebiger congraenter Dreiecke construirten Senk- 
rechten schneiden sich in einem einzigen Punkte, dem Drehungs- 
punkte. 

Ist speciell = ^- ; also (0 — ^) == (JS - 0), und 

m = 2, so folgt: 

(ö-^.) = (^-0) = (0-£)5 ^^ 

also ^, = B. y 

(0-B,) = (B-0) = {O^Ay, ^ _o[ „ ,B 
also 5, = A. Ä x^ / ^ / -/' 

(0-C,) = (C-0); >". 

also = ^:J-^ == ^-^; d. h.: die ^^ 

Punkte AB CCy bilden ein Parallelogramm. Die Diagonale 
theilt dasselbe in zwei congruente Dreiecke. (Vgl. Nr. 112.) 

Anm. Auf diese Drehung und auf die früher behandelte Schie- 
bung lässt sich jede Bewegung eines Dreiecks zurückführen. — Die 
letzte Nr. enthält übrigens, wie man bemerken wird, den einzig wissen- 
schaftlichen Beweis für den Satz, dass zwei Dreiecke congruent sind, 
wenn sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel überein- 
stimmen. An die Stelle des vagen Aufcinanderlegens (wobei man nur 
beweist, dass die auf- oder nebeneinander liegenden Dreiecke con- 
gruent sind, und stillschweigend die unerwiesene Annahme macht, dass 
das durch drei Stücke bestimmte Dreieck beim Transport seine übrigen 
drei Stucke unverändert behalten müsse) tritt hier der bestimmte Be- 

6* 
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griff der Drehung. — Was die anderen sogenannten Congruenzsätze 
betrifft, bo erscheinen diejenigen, welche die Gleichheit zweier Winkel 
voraussetzen, als specieller Fall in der Aehnlichkeitslehre. Die beiden 
anderen erledigen sich wie folgt: 

1) Sei 

{A ~ B)iy = (A^ - B,); {B - C)*« = (B, - C,); 

dann ist: (C - ^)*^ = (C, - ^0; 

(A~ B)^y + (J?■~C7)^" + (C7-^)^/* = 0; 
oder • 

(B - C) i«-y + (C - A) i^-^ + (J. - B) = 0. 

Letztere Gleichung bezeichnet entweder ein dem gegebenen symme- 
trisches Dreieck , bestimmt dann aber auch gleichzeitig die Winkel 
a, p, y in bekannter Weise, oder giebt, mit 

(B -. C) + (C — ^) + (^ — J?) = 
verglichen, das Resultat: a = p = y, woraus wieder die Gleichheit der 
Winkel des Dreiecks {Ai B^ (7,) mit denen von {A B G) folgt. 

2) Sei 

{A - B)iy==^{A, - Bi); {B - 6')t«= (B, - C7,); 
(B ~ C) : [B, - C,) ^{A-C)i {A^ - 6\). 
Dann ist: 

B ^C A—G 

{B ~ 0) t« ^ ^2- C-, J «^er: (^ - C7it« = (A,^ G,); 

und da (B — G) i" = (Bj — C,), so ist auch (A — B) i" = (A^ — B,); 
d. h.: (Ai — B^) t"~ ^ = ulg — ^i» und im Falle der Congruenz gleich- 
zeitig a = y und Ai = Az» 

üebrigens ist bei dem hier befolgten Gange die Bedeutuug der 
Congruenzsätze ganz untergeordnet. 

108. Erweiterungen. Aufgabe: Von einem gegebenen Punkte 
aus soll man drei der Länge nach gegebene Strecken so 

ziehen, dass ihre Endpunkte drei Ecken 
eines Quadrates . bilden. 

Analysis, Sei A der gegebene Punkt, 
und ABC D die gesuchte Figur. Dann 
soll sein: 

, {G-I))i={G-B), 

> / oder : 

{CA - DA) i = {CA-^ BA)', 
\ / \ CA.i- DA,i = CA^BA{=CB)] 

\ / - , d. h. : die vier Strecken CA . i, DA . i, 

\/ j BA und CAj welche alle nach Lage und 

^ . ^ Richtung bestimmisind, bilden ein Viereck. 

Constructimz, Demnach ziehe man von A aus CA in 

beliebiger Richtung, dann CA . i = CJE] dann muss der 



B 

1 ~~ ■^> 
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Punkt B gemeinsamer Endpunkt der Strecken DA . i und 
BÄ sein, wird also durch die aus E und A resp. mit AD 
und AB beschriebenen Kreise bestimmt. 

Da CD .i — GB — BD = CB ist, so hat man noch: 

Cy .i — DA.i = CD.^ 

oder: 

CE— BE== CB, 

d. h. : die Dreiecke der Punkte {CAD) und (C E B) sind 
congruent. 

Aufgabe: Zu beweisen, ddss ein Punkt auf der Pm- 109. 
pherie des einem gleichseitigen Dreieck umschriehenen Kreises 
liegt, wenn die mittlere seiner Verbindungslinien mit den Ecken 
numerisch gleich der Summe der beiden anderen ist, 



Wenn ein Dreieck (ABM), welches bei\B einen Winkel 
von ^B, hat, um den Punkt M ^ 

eine Drehung von | i? macht, so ist : 

{M—Ai) = {M—Ä)A, / 

{M-'B^) = {M-B)ii, I 

{A,-B,)={Ä-B)t^. 

Demnach sind die Dreiecke V^ 
{A M A;) und (BMB;) gleichsei- \^ 
tig; also numerisch {B^M)={B^B) ; 
ausserdem {B A) = {B^A^. Da 

femer die Winkel bei B gleich |i? + |i? = 2iJ sind, so 
liegen ABB^ in gerader Linie. — Und da die gleichen 
Winkel bei A und A^ Peripheriewinkel über derselben Sehne 
{MB^) sind, so liegen die vier Punkte MAA^B^ auf der 
Peripherie desselben Kreises. 

Anm. Diese beiden Aufgaben zeigen, wie aach in Anwendungen 
die Congruenz der Dreiecke durch den Drehungsbegriff ersetzt werden 
kann. — In der ersten Aufgabe fällt die leichte Auffindung der sonst 
versteckten Analysis in die Augen, in der zweiten der organische Zu- 
sammenhang des zu beweisenden Satzes mit dem System. 
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B. Grössen, abgeleitet aus mehreren festen 

Strecken oder Punkten. 

1. Einfache Grössen. 

91. Abgeleitet aus mehreren festen Punkten. 

a) Grössen vom ersten Grade. 

110. • Der Mittelpunkt M zweier Punkte Ä und B in einer Ge- 

A A- B 
raden vfurde bestimmt durch die Formel: M= — ^^-— . Nen- 

nen wir analog denjenigen Punkt M den Mittelpunkt dreier 
Punkte Af J5, C in einer Ebene, welcher bestimmt ist durch 
die Formel: 

3 ^ 

Setzen wir Ä -\- B = 2Z, so folgt: 

2Z+C=3ilf; oder: Jf=|Z+-^C; 

d. h. : M ist doppelt soweit von C entfernt, als vom Mittel- 
punkte von Ä und B. Dasselbe gilt für die anderen Eck- 
punkte, wenn wir die Buch- 
staben A, B, C und Z, F, Z 
circulär vertauschen. Also: 

2X + A = 3M', 

2Y+B = 3M^ 

2Z+C = 3Jlf5 

2{X+Y+Z) 
+ (J. + JB-f C) = 9J/; 

2(X+T + Z) = 6il/; 

X+ Y+Z=SM', 

d. h. : die HalbirungspunJcte X, Y, Z haben denselben Mittelr 
pufiJct wie die gegebenen Punkte. 

111. Sei zur Verallgemeinerung der letzten Betrachtung ein 
beliebiger Punkt X^ auf (B — C) durch 

X^=ß,B + riC (/Jj+y, = 1) 

bestimmt; ein Punkt ü auf {A — Xj) d^urch 

Er=«,^ + (5,X, (a, + <J, = l); 




*) Vgl. G. A. I. S. 41. 42. 
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dann ist: 

U= a,A + ß.d^B-^ rAC K-+ /3,(J, + y^S, = 1). 

Diese Formel zeigt, wie ein beliebiger Punkt der Ebene 
durch drei gegebene feste Punkte hestimmt wird. 
Sei allgemein: 

Dann sind hinsichtlich der Gf rossen a, ß, y drei Fälle 
zu unterscheiden; und zwar 
iässt sich der gegenwärtige 
Fall durch die Bedingung aus- 
drücken : 

1) ccßy sind alle Meiner 
als Eins, und alle positiv. 

Wenn ein Punkt X^ zwi- 
schen B und C, und ein an- «/ 
derer, U, zwischen A und X, 
liegt, so sagen wir, ü liege zwischen A, B und C. Der In- 
begriff aller Punkte, welche dieser Bedingung genügen, heisst 
eine Dreiecksfläche (ein Dreieck). 

Ist eine der Grössen a, ß, y gleich Null, so liegt U auf 
einer der Seiten des Dreiecks; sind ztvei von diesen Zahlen 
gleich Null, so liegt U in einem der Eckpunkte. 

Die drei Seiten eines Dreiecks begrenzen also einen Theil 
der Ebene (die Dreiecksfläche) , worin jeder Punkt zwischen 
den Punkten A, B, C liegt. 

Multiplicirt man die Gleichung X = aA -\- ßB -}- yC 
der Reihe nach äusserlich mit A, B, C, so folgt: 




AX = ßAB = yAC', BX = yBG+aBA, 

CX = aCA]+ßCB', 

oder für die erste dieser Formeln: 
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oder: 



Ä(A-X)=-ßÄ{A — B) -\-yA {A — C); 



{A-X)=~ß{A-B) + y{A-C). 

In analoger Gestalt lassen sich auch die beiden anderen For- 
meln schreiben. Sie lehren nun, wie der Punkt X durch 
Construction gefunden werden kann. 
112. Sei wiederum 

X^ = ß,B + Y,C\ (^, + y, = 1); 

aber ausserdem: 

X, = a,A-\-S,ü; («,+*, = ]). 
Dann ist: 

$,U=-a,A + ß,B-^Y,C; 

Wenn also in der Gleichung: 

^ X^aÄ + ßB + yC 

eine der Zahlen negativ ist, so liegt der Punkt X jenseits 

der Seite, welche dem negativen 
Punkte gegenüberliegt. 

Ist /5, = d, , so ist auch 
«1 = ^1 ; die Gleichung für U 
lautet : 

U^-fA + B + ^^C, 
oder : 

und U liegt auf der durch B mit (C -- ^1) gezogenen Parallele. 
Ist yj = #^ , so ist auch otj = /J, ; die Gleichung für ü 




lautet : 



ßi 



ßi 



U=-fÄ+f^B + C', oder: (C^_ C) = || (JS -^); 

und U liegt auf der durch C mit (B — Ä) gezogenen Parallele. 
Ist ß^ = y^ = d\, so ist auch «^ = tf, (= ■^), und U 
ist der vierte Eckpunkt eines Parallelogramms. 

Sind cc^, ßi, ?! < ^19 so liegt U innerhalb dieses Paral- 
lelogramms, sonst ausserhalb. 

In der allgemeinen Gleichung bestehen also für ersteren 
Fall folgende Bedingungen: 
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2) a ßy sind alle kleiner als Eins, aber eine dieser Zah- 
len negativ. 

Dreht man nun das Dreieck der Punkte (Ä B C) um den 
Mittelpunkt von {A — B) 



A 



a 



/ \ 




durch einen gestreckten Win- 
kel ^ so dass 

A^ = B, B,=A\ 

C + Ci = ^ + S 
wird, so ist: 

+ (« + y)5, -y(7,; 
(1. h. : der Punkt X liegt im 
Dreieck der Punkte {ABC) 
und im Parallelogramm der 
Punkte {ABCG;). 
Sei 

so ist auch: 

Also jedem Punkte im Dreieck {A B C) entspricht em 
anderer im Dreieck {A^ B^ (7j). Letzteres heisst das Ergän- 
zuiufsdreieck des ersteren; jede der leiden Dreiecksflächen ist 
halb so gross als die Fläche des Parallelogramms. - Da auch 
die Zahlen a und ß negativ sein können, so hat das Dreieck 
drei Ergänzungsdreiecke. 

Aus AX = ßAB + yAC folgt: 
AX = ß{AC+CB) + yAC = {ß + y)AC + ßCB. 
Andererseits ist: 

BX^=:ß .BA + yBC-, 

X^B==ß ,AB — yBC=ß{AC + CB) — yBC] 

folglich : 

X^B={ß + y)CB + ßAC. 

Der Punkt X liegt also in einem Dreieck, wenn im Aus- 
drucke für AX die Coefficienten der Glieder in bestimmter 
Reihenfolge abnehmen; in einem Parallelogramm ohne diese 
Bedingung. Im letzteren Falle kann man die Zahlen ß und 
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(ß + y) beliebig an die Glieder ÄC und CB veriheilen. 
Hiermit ist die Bedingung festgestellt, unter der ein Punkt 
in einem Parallelogramm liegt.*) 

113. Sei wiederum 

^ aber ausserdem: 

Dann ist: 




Öl 



«IPl 



B 



«lyi 



C. 



Wenn also in der Gleichung 

3) zwei Zahlen negativ sind, so 
liegt der Punkt X jenseits der 
Ecke, welche der Strecke der 
negativen Punkte gegenüberliegt. 
Die weitere Ausführung dieses Falles, die sich ganz 

analog mit Nr. 112. gestaltet, übergehen wir ihrer geringeren 

Wichtigkeit wegen. 

114. Erweiterungen und Anwendungen. Ein Punkt X sei 

durch drei feste Punkte, ABC, so bestimmt, dass 

X '= mA -{- nB -\' pC. (m + w+2?=l). 

Bezeichnen wir durch 

Xj den Durchschnittspunkt von XA und BC, 
X2 „ „ „ XB „ CA, 

X3 „ „ „ XC ,, AB. 

Dann liegen auf je einer Geraden die Punkte : 

X^X,; XBXj; XCXjj 

BCXi; CÄXi-, AB'Xi. 

Diese Beziehungen mögen dargestellt sein durch die 
Formeln : 



*) Vgl. G. A. I. § HO. 111. 
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X= XiA + ^^X^', (A, + fi, = 1). 
X = A^i?+ ftjXj; (^2 + ft2 = !)• 
X= A3C+/II3X3; , (A3 + /ii3 = l). 

X,= f^A^f^B; (93 + «»3 = /*3) • 

Hieraus folgt sogleich: 

X=X,A + Q,B + i>,C', {X, + Q, + ö, = 1). 

X = A2-B + 92C + (^2^; (^2 + ^2 + ^2=1)- 

X=X^C + Q.,A + (?3B; (A3 + ()3 + (^3 = 1). 

Da aber derselbe Punkt X aus den gegebenen drei Punk- 
ten nur auf eine Weise bestimmt sein kann^ -nämlich durch 

die Formel: 

X = mÄ + nB + pC, 

so müssen die Zahlen A, q, bestimmt sein durch die Formeln : 

A, = (^2 = (>3 = ^; 

^2 = ^3 = 9\ = w; 
A3 = <y, = P2 = jp . 

Die obigen Gleichungen gehen hiernach über in: 

X = mA + {n +l))X,; 

X = nB + (p + ^) ^2 7 
X=pG + {m+n)X,', 

^ p + w ^ p -\- m ' 

SpccieUe Fälle: 1) Sind von den drei Zahlen mwj) zwei, 115. 
z. B. p und n, einander gleich, so heisst die durch A und 
X| bestimmte Gerade (resp. die Strecke A — X,): Trans- 
versale. Eine Transversale im Dreieck der Punkte (ABC), 
halbirt also eine Seite. Denn es ist nun: 
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Die Formeln für X^ und Xj aber lauten jetzt: 

(1. h.: Die Strecke (C — A) wird durch Xj in demselben 
Verhältnisse getheilt, wie {B — A) durch X3, oder: Zwei 



^^ 




Tf^p /^ ^^T' 



durch einen beliebigen Punkt einer Transversale {A X^) und 
die zwei EcJcpunkte {B, C) gezogene Geraden theilen die Seiten 
{A — B) und {A — C) in gleichem Verhältniss. 

Die letzten beiden Formeln für X lauten: 

X = nB + {m + n) X^ ; X-= nC + (m + n) X3 ; 

d. h. : Die Streclcen (B — X2) und (C — Xg) iverden <lurch 
X ebenfalls in gleichem Verhältniss getheilt, 

2) Ist p = m = n, so zeigen die Formeln für X,, Xj, 
X3, dass die drei Geraden {AX^), (BX^, (C X^) sämmt- 
lich Transversalen sind; d. h.: Die drei Transversalen eines 
Dreiecks schneiden sich in einem Punkte^ oder: Die Ver- 
bindungslinie des Durchschnittspunktes zweier Transversalen 
mit der dritten Ecke halbirt die dritte Seite. 

Die Formeln für X zeigen, dass die drei Transversalen 
durch X im Verhältniss von 1 : 2 getheilt iverden, — Auch 
ist X der Mittelpunkt der drei Funkte A, By C. 
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Aus den Formeln für X^, Xj, X3 folgt durch äussere 116. 
Multiplieation: 



oder: 



7? Y ^ 


BC] 


CX,-,l,CB; 




ex, T 


■CA; 


AX ^ Ad- 


^^2 p+m^^' 


AX, i — 

* m-\-n 


AB; 


BX,— ^ BA'. 


BXt 


: CXy— 


(prn); 


cx, 


■.AX,^ 


(m : p) ; 


AX, 


■BX,- 


— (w : m) ; 



und durch Multiplieation dieser drei Formeln: 

{BX,) . {CX,) . {AX,) = - (CX,) . (AX,) . iBX,) ; 
oder: 

(BX,). (CX,) . (^ X3) = (X, C) . {X, A).(X,B); 

als Ausdruck des Satzes: Verbindet man einen Punkt der 
Ebene mit den drei Ecken eines Dreiecks, so ist auf den Seiten 
des Dreiecks das Froduct der drei ungeraden Abschnitte gleich 
dem der drei geraden. 

Seien die Punkte Xj Xg X3 durch Geraden verbunden, 117. 
und bezeichnen wir durch 

A^ den Durchschnittspunkt von X2 X3 und BC] 

B^ „ „ X3 Xj „ CA ; 

Cj „ „ X, X2 ;, AB. 

Dann liegen auf je einer Geraden die Punkte: 

AyX^ X3 ; 5, X3XJ ; Ci X, X^ ; 
A,BC] B^CA-, GyAB. 

Diese Beziehungen mögen dargestellt werden durch die For- 

melü : 

A^ = A2 X2 + A3 X3 ; J.1 = Q^B + (?i C; 

•Bi = /^3^3 + /*! ^1 ; -^j = Qi^ + ^2^1 
(7i = Vi Xj + 1/2^2; C^ = Q^A-i- a^B. 

Hieraus folgt: 

A2X2 + A3 X3 = (),£ + a^C] 

f*3^3 + f*i ^1 = Q2O + (5.^A ; 

VjXi + 1/2^2 = 93^+ ^3^- 
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Andererseits erhält man aber aus den früheren Formeln für 

X, X2Z3: 

(m + jp) X2 — (m -^ n) X^ = pC — nB ; 
{n ~\- m) X^ — {n -\- p) X^ = mA — pC] 

(p -\- n) X^ — (i? + ^) •^2 = **-^ — ^^^^ • 
Da beide Gruppen von Formeln die nämlichen drei Durch- 
schnittspunkte ausdrücken, und die Coefficienten - Summen 
gleich Eins sein müssen , so hat man: 

^ p — n *■ p — n «* p — n p — n 



^1 = 



n * 7) — n 

n -{- m Y n -{- p -Y 

m — p ^ m — p ^ 

P + n V p -^ m Y 



m 



^. 



m — p 

n 



A 




m 


F 


c. 

p 


B 






m 


A , 



n — m ' n — m ^ n — m n — m 

Die. letzten Formeln kann man auch schreiben : 
{p — n) A^ = p C — nB ; 
(m — p)By = mA — pC\ 
addirt: {n - m)C, ^ nB ~ mA-, 

{p — n)Ai-\- {m — p) JBi + (w — m) Ci = ; 

d. h.: Die drei Funkte A^ B^ C, liegen in demselben Geraden, 
118. Specielle Fälle. 1) Von den drei Zahlen mnp seien 

zwei, z. B. n und p, ein- 
ander gleich; dann wird 
def Durchschnittspunkt -4, 
(=cx)) unbestimmbar; d.h. 
X2 X3 und B C sind pa- 
rallel. 

2) Ist n == p = m, so 

mt * 

X,X,\\BC; 

X,X,!iiAB; 

d. h. : Die Verbindungs- 
linien der Fusspunhte der 
Transversalen sind den Sei- 




ten des Dreiecks parallel. 



U9. 



Durch Addition der Ausdrücke für X^ und X3 erhält man : 
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(m + 2>) Xj + (m + n)X^ = 2mA + nB+ pC= X + mA-, 
oder: 

Setzen wir diese Ausdrücke gleich Y, , so ist F, der 
Durchschnittspunkt der Geraden Xj X3 und A X. Also, 
wenn wir analog auch Y^ und F3 einführen: 

^ « + 1 ' M + 1 ' 

jf q = — 1 — - G H ; — r -^ • 

i> + 1 P + 1 

Die letzten Formeln geben durch äussere Multiplication 

mit resp. A, B, C und X: 

AY, = —r-rAX', Xr, = -^X^: 

BY.= \-,BX', XY^^~~XBi 

CTg :^ CX; XFa = -^ XC; 

oder durch Division: 

Andererseits ist aber auch: « 

^4X1 _ 1^ BX^ _ 1^ CXj _ X 

XX,"" w' XX,~ n' XXg""/' 

Eine gegebene Strecke {A — X) ist also auf doppelte 

Weise in einem gegebenen Verhältnisse (1 : m) theilbar. — 

Es ist nun: 

AY, : Y^X^AX, :XX,; 

BY^: Y^X = BX^:XX^i 

Zwei Punkte (X,, Y^), welche eine gegebene Strecke 
(-4 — X) in gleichem Verhältnisse theilen , heissen harmo- 
nisch mit den Endpunkten der Strecke. — Da auch 

AY, lAX^ == Y^X.XX^y 

so wird auch die Strecke {X^ — F,) von den Punkten A 
und X harmonisch getheilt. Man nennt daher alle vier 



1 
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Punkte ohne unterschied harmonische, aber A und X, sowie 
X, und Yj einander zugeordnete {conjugirte). — 

Harmonische Punkte sind also in unserer Figur: 

{A Y, XX,), (B Y, XX,), {CY, XX,) . 

Multiplicirt man 

C, = -^?- B --???- ^ • 

*■ n — m n — m 

mit A und B, so folgt: 

aB= ""^AB : aA = -^!^BAi 

' n — m ' * n — m ' 

^^^^' CiB:C,A = m:n. 

Multiplicirt man andrerseits 



mit A und B, so folgt: 

m 



^3^==^-^-B ; AX, = -^AB; 



^^äo: XsJ5:^X3 = m:w; 

folglich: (7,B:Ci^=JC3S:^X3; 

d. h. : auch die Strecke (A — B) wird durch die Punkte C, 
und X3 harmonisch getheilt. 

Die vom Punkte X^ durch die harmonischen Punkte A, 
Yj, Xj, X gezogenen Geraden schneiden also auch die Ge- 
rade {AB) in harmonischen Punkten. Und da sowohl der 
Punkt Xj, als die Gerade (AB) (abgesehen vom Punkte A) 
von der Lage der vier Punkte (AXT^X^) unabhängig sind, 
so hat man den Satz: Die aus einem beliebigen Punkte der 
Ebene durch vier harmonische Punkte gezogenen Geraden 
schneiden jede beliebige durch einen derselben gezogene Gerade 
ebenfalls in harmonischen Punkten. 

Die aus einem Punkte der Ebene durch vier harmonische 
Punkte gezogenen Geraden heissen daher harmonische Stralen. 

SpecieUer Fall, Sind zwei der Zahlen m, n, p, z. B. m 
und n, einander gleich, so .ist (7] = cx), d. h. unbestimmbar; 
und die Geraden (X2 X,) und (AB) sind parallel. Dann 

ist aber X3 = — i — ; d. h. : die von einem beliebigen Punkte 

der Ebene nach den Endpunkten, dem Mittelpunkte einer Strecke 
und parallel mit ihr gezogenen Geraden sind harmonisch. 
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Aufgaben: 1) Zu beweisen, dass die Mitten der Dia- 120. 
gonalen eines vollständigen Vierecks in einer Geraden liegen. 

In 114. ist, wenn ABCX die Ecken des Vierecks, und 
(A — B), {C — X), (Xj — X2) die drei Diagonalen sind: 

^1 = 2 ' ^2 = 2 » -^3 = 2 

Es ist zu zeigen, dass zwischen M^ Mo M^ eine Zahlbeziehung 
existirt. Nun hat man: 

2M^ = A + B, 

2 M^ = mA + nB + {p + V) C\ 

2M = ^ (^ + P) -^ + »^ (P + w) -B + [ 2p« + im + n)p] C , 
^ {m+p) {n+p) ' 

oder, da w + n+|) = l ist: 

2{l—m){l-'n)M^=m{l — m)A + n{l-n)B-\-p{l+p)C 
= m(l — w)^ + w (1 — w) B +i)(2 Ufa — m-dl — nJB) 
= m(l — m — 2?) -4 + ^(1 — w — |))JB + 2^ Jfj 
= mw(-4 + JB) + 2pJlf2 

= 2mwJfi + 2jpJf25 

oder: 

(1 — m) (1 — n) M^ = wn Jfj + PM2] w. z. b. w. 

2) Zieht man in einem Dreieck ABC am den Ecken v^\, 
drei Geraden, die sich in einem Punkte P schneiden, und aus 
den Mitten der drei Seiten des Dreiecks Parallelen mit den 
Theilungslinien der gegenüberliegenden Winkel, so schneiden 
sich diese Parallelen gleichfalls in einem Punkte n; femer liegt 
der Mittelpunkt S des Dreiecks mit % und P in gerader Linie, 
und zwar von ersterem halb so weit entfernt, als vom letzteren. 

Man hat: 

Ä = 3 ; 

sei nun: 

. P=aA + ßB-\-yC', (a + /J + y=l)., 
ferner* 

Dann ist einerseits: 

« (P - ^) + /3 (P - £) + y (P - C) = 0; 
andrerseits : 

Schlegel, Syst. d. Baumlelire. 6 
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Daraus folgt: 






d. h.: Der Punkt jr, welcher aus den Mitten der Seiten des 
Dreiecks durch dieselben Zahlen abgeleitet wurde, wie P aus 

^ den Ecken, ist der Durch- 
schnittspunkt der Paral- 
lelen, welche aus den 
Mitten der Seiten zu den 
aus den Ecken gezogenen 
Geraden construirt sind. 
Ferner ist 

(ß+Y) 




7t = 

+ 
+ 



2 

(Y + cc) 
2 

jcc + ß) 
2 



Ä 

B 



also: 2:n: + P=3S; 

d. h. : Ä, P und S liegen in derselben Geraden, und: 

P_Ä=2(S— 3r); 

d. h. : /S ist doppelt soweit von P entfernt, wie von 7t \ 
w. z. b. w. 

Stehen die Parallelenpaare auf den zugehörigen Seiten 
senkrecht, so ist P der Durchschnittspunkt der Höhen des 
Dreiecks, und 7t der Mittelpunkt des dem Dreieck umschrie- 
benen Kreises. 

122. 3) Zieht man in der Ebene eines Dreieeks eine beliebige 
Gerade, welche die Seiten des Dreieeks in drei Punkten schneidet, 
so sind die Froducte derjenigen drei Abschnitte auf den Seiten, 
welche keinen gemeinsamen Endpunkt haben, einander gleich. 
Betrachtet man in der Figur S. 76 (Ä X3 X) als ge- 
gebenes Dreieck, und B C als Linie, welche die Seiten Ä X3, 
X3X, XA resp. in B, C, Xj schneidet, so ist 
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also: 



AB 



m 



XC m + n ^ AXi 

~ " 1 ' XX\ 



iX,B)(XC){AX,) 



m 



= 1, 



oder: 



{AB) {X,G) {XX,) 

{X,B) {XC){AX,) = {ÄB) {X,C) (XX,). 
4) In derselben Figur ist (S. 76): 



123. 



AX , BX . CX 
AX^"^ J5X2 • CX3 



m + >^ + p = 1 ; 



= (1 — m) + (1 — w) + (1 ~ I?) = 3 — (m + w + i?) = 2. 
Die Uebertragung in Worte ist leicht. 

5) Haben 0wei Dreiecke eine solche Lage, dass die Ver- 124. 
bindungslinien dreier Eckenpaare sich in einem Punkte schnei- 
den, so liegen die Durchschnittspunkte der drei Paare jenen 
Ecken gegenüberliegender Seiten in einer geraden Linie. 

Man hat: 

X^—X = X{X^Ä) 
X,-X==ii{X-B) 
Z3— X = i/(X~(7) 
oder: 

X(1 + A) = X, + A^ 
X{l+ii) = X, + ^B 
X{l+v) = X, + vC 

also: 

X< + IA ^ X^ + (jlB 
1 + X 1 + f* 

_ X^vC 
1 -f V 

Setzen wir nun: 

Xj X^ 

1 + V 
jiB_ 

"l + fi' 

^J 1 + 1/ 



"^1 -" 1 + fi 




X, 



X, 



1 + 1 



1 "~ 1 + ;i 1 + ft 1 



Ji4_ 

1 + A 

+ 11 



vG , 
1 + y' 

1 + A' 
0* 
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» 

SO folgt: ^1 + 5, + (7, = O5 

d. h. : die vielfachen Punkte J., B^ C^ liegen in gerader Linie. 
125. 6) Verbindet man paarweise die drei Anfangs- und die 
drei Endpunkte von drei gleich gerichteten Strecken, so liegen 
die Durchschnittspunkte der entsprechenden Linienpaare in 
gerader Linie. 






^- 



(!< 



JS^\ 



>s 



■''[' 






I 



Man bat:. 

a{A — B) = ß{C—D) 
■B =Yiß-F). 

"^x Setzt man nun: 

X=aA — ßC=€tB — ßD-, 

T=yE — aA=yF'^aB] 

Z = ßC — yE^ ßD— yF, 

so ist: 

X+ Y+Z = 0', 

d. h.: die vielfachen Punkte 
XYZ liegen in gerader Linie. 

126. Drei Punkte, e, c^e^, die nicht in einer Geraden liegen^ 
bilden ein System 3^^^ Stufe. Alle Grossen, die in dem aus 
ihnen ableitbaren Gebiete 3*®*^ Stufe vorkommen, sind aus 
ihnen ableitbar. 

Jede Grösse a im Gebiete der Ebene ist darstellbar durch 
die Formel: 

« = «1^1 + «2^2 + «3^3? 

worin a^ a^ «3 reelle Zahlen sind. 

Hinsichtlich der Bedeutung von a sind nun zwei Fälle 
zu unterscheiden*): 

1) «1 + «2 + ^3 = ö« •"" Dann ist: 

«3-=-'K + «2) 
« = «1 «1 + «2^2 — («1 + «2)^3 = «1 i^\ — ^3) + «2(^2 — %)• 

Es sind nun «^(ei — e^) und «2(^2 — ^3) ^^^^ Strecken; 
und da, wie wir oben sahen, die Summe zweier Strecken in 
der Ebene gleich der Diagonale des aus diesen Strecken ge- 
bildeten Parallelogramms ist, so ist a in diesem Falle eine 
Strecke. 



*) Vgl. G. A. IL 222. 
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2) «i + «2 + *^3 ^ ^' — S^^ ^4 ^^^ anderer Punkt der 
Ebene, so ist 

«— («1+ «2+ «3)^4= «l(^l — ^4) + «2(^2— ^4) + «3(% — ^4)- 

Auf der rechten Seite steht die Summe dreier Strecken, 
d. h. eine Strecke; es muss also a ein Punkt mit dem Coeffi- 

cienten {a^ + «2 + ^3) s®^^* 

Es kann also jede .Grösse ersten Grades in der Ebene 
aus drei festen Punkten vermittelst einer linearen Gleichung 
abgeleitet werden. 

Für Grössen l**'" Grades gelten auch in der Ebene alle Ge- 127. 
. setze der Rechnung mit Summen von Produkten. Es ist also : , 

d . a = (cc^d)e^ + (»2*) ^2 + («3*) ^35 
a: d = {a^: d)ei + (»3 : *)^2 + («3 • *)^3; 
ferner, wenn & = iSi^i + 182^2 + ßz^s ^^^' 

a + 6 = («1 + /Ji)ej + («2 ± /52)^2 + («3 + ß^)^:^'^ 
d. h.: ProduJct und Quotient aus einer Grösse 1*«" Grades 
und einer Zahl ist wieder eine Grösse 1'®" Grades. 

Summe und Differenz von Grössen 1*®" Grades auf der- 
selben Ebene ist wieder eine Grösse 1'®" Grades. 

Anm. Der Quotient zweier Strecken auf derselben Ebene ist nur 
dann eine reelle Zahl, wenn ofj|?2 = orgßi. Man überzeugt sich hiervon 
durch Ausführung der Division, wobei unter Rücksicht auf ai+''8+ «'3=0 
und ßi -\- ßi -{- ßs == sich noch von selbst ergiebt: «1^3 -{- cc^ßi = 0. 

Der Inbegriff aller aus e, Cj e^ ableitbaren Grössen ist 128. 
ihr Gebiet. Dasselbe heisst Gebiet S**^"^ Stufe, und fällt räum- 
lich mit der durch e^ e^ e^ bestimmten Ebene zusammen. 

Zwei Ebenen, die aus ^162^3? resp. 63^3^4 abgeleitet sind, 
so dass keine dieser vier Grössen aus den anderen abgeleitet 
ist, haben ein gemeinsames Gebiet 2^^^ Stufe (^263) und ein 
verbindendes Gebiet 4^®' Stufe (nämlich das aus e^ e^ e^ e^ ab- 
geleitete). 
• Wenn 
a = a,e, + «2^2 + «3^3 ; c = y,ß, + ^2^2 + ^3^3 5 

& = /*! ^1 + /'2^2 + /*3^3 ; C? = d, ej + ^2^2 + *3^3 7 

SO erhält man durch Elimination von e^ e^ e^ *) eine lineare 

*) Diese Elimination l'asst sich mit Hilfe der äusseren Multipli- 
cation auf folgende Weise bewerkstelligen: Man multipHcire die vier 
Gleichungen resp. mit den vier unabhängigen Grössen 0^ee'e\ addire 
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Gleichung zwischen a, b, c, d, welche Grössen Punkte oder 
Strecken sein können. Es besteht also zwischen vier Grössen 
l^*'" Grades auf einer Ebene stets eine Zahlbeziehung. — Jede 
dieser vier Grössen kann also aus den drei übrigen abgeleitet 
werden. — Die speciellen Fälle, welche sich hierbei ergeben, 
sind folgende: 



• 


" 




Ableitung 




strecken: 


Punkte : 


von 


aus 


von 


aus 


1) - 


abcd 


1 Pkt. 


3 Pkt. 


2) a 


bcd 


1 Str. 


3 Pkt. 


1 Pkt. 


1 Str. 2 Pkt. 


S) ab 


cd 


1 Str. 


1 Str. 2 Pkt. 


iPkt. 


2 Str. 1 Pkt. 


4) abc 


d 


1 Str. 


2 Str. 1 Pkt. 


iPkt. 


3 Str. 


5) ab cd 




1 Str. 


3 Str. 







Es kann also eine Grösse 1^^" Grades im Gebiet der 
Ebene abgeleitet werden: 1. aus drei Punkten; 2. aus zwei 
Punkten und einer Strecke; 3. aus einem Punkte und zwei 
Strecken; 4. aus drei Strecken. 

Anm. Drei feste Grossen 1'«" Grades in einec Ebene, aus denen 
andere abgeleitet werden, heissen ein Coordinatensystem» 



b) Grössen vom 2^«° Grade. 
cc) Differenz von Linientheilen. 

129. Wenn «, und ^2 zwei durch Lagenänderung aus einander 
entstandene Linientheile sind, so verstehen wir unter (^^ — ^j) 
die zwischen £, als Anfangs- und s^ ^^^ Endlinie liegende 
Parallelogrammfläche; d{€^ — £2) ist das * fache dieser Fläche; 
und da 

d(fj — £2) ""^ ^^1 — ^^2^ 

V 

die vier Gleichungen, setze die linke Seite gleich a^, und rechts die 
Coefficienten von ei e^ Cg resp. gleich a^ «g «3; dann heisst die Gleichung: 

Endlich multiplicire man die ganze Gleichung mit (a^ a^ a^'s ; dann wird 
die rechte Seite NuU^ und es bleibt: 

Oq . a^ a^ ag =» . 

Löst man hier di^ Klammern, und bringt jedes Glied durch Zeichen- 
wechsel auf den Factor (e°. c'.e". c'"), den man schliesslich weglassen 
kann, so erhält man die Eliminationsgleichung in gewöhnlicher Gestalt. 
(Vgl. G. A. IL 135.) 
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so ändert sich ein Parallelogramm in demselben Masse als eine 
seiner Seiten sieh ändert; d. h.: Farallelogramme zwischen 
denselben FaraUehn verhalten sich wie ihre Grundlinien, 
Wenn . 

(ei — e.,) = {e^ — e^) = (Ä — B), 
so ist: 

Ä{Ä — B) = ai Ci (Ci — 63) + «2^2 (^2 — ^4) 

(AB) = «1(6163) + «2(02^4); 

« 

oder, wenn wir {AB) = a; e^e^ = s^] 62^4 = fj setzen: 

Diese Formel zeigt, wie ein LinientheiL aus einem anderen 

gleich grossen und gleich gerichteten abgeleitet werden kann.*) 

Sind £1 und £2 numerisch gleich der Längeneinheit, so 

stellt a einen einfachen oder vielfachen Linientheil dar, je 




nachdem a^ -{- CC2 = 1 oder n ist. — Sind im ersten Falle 
«1 und «2 beide < 1, so sind beida positiv, und wir sagen, 
a liege zwischen s^ und e^* Alle einfachen Linientheile, 
»welche dieser Bedingung genügen, liegen im Parallelogramm 
(^1 — ^2)- — -l^st aber «i > 1 und positiv, so ist a^ negativ, 
und a liegt ausserhalb des Parallelogramms. 

Sei ein anderer Linientheil von gleicher Länge und Rich- 
tung gegeben: 

^ = ß\^\ + ß2h ; {ß\ + ß2 = 1)5 

so ist: 

a — 6 = (a, — /Ji)fi + («2 — /Ja) «25 
oder, wenn 

«1— /5i = yi ; cc^ — ß2 = y2y 
woraus folgt: 

^1+^2 = 0; 
so ist: T I 

*) Vgl. G. A. II. 274. 
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d. h. : wenn ^1 + ^2= ^7 ^^ stellt der Ausdruck y^ e^ + y^ h 
ein Parallelogramm dar. 

Ist also a=' a^s^-^ a^B^y so stellt a einen Linien theil 
oder ein Parallelogramm dar, je nachdem a^ + a^ ungleich 
oder gleich Null. Da a aus den Grössen e durch eine Glei- 
chung 2^®° Grades abgeleitet ist, so sind Linientheile und 
.Parallelogramme Grössen vom 2^®" Grade. 

130. Für Grössen 2^«" Grades gelten nun alle Gesetze der 
Rechnung mit Summen von Producten, wie oben (S. 13) für 

. die Grössen 1*<^° Grades. Man hat nur in den dortigen For- 
meln e durch e zu ersetzen. 

Speciell zu betrachten ist nur noch die Addition von 
Linientheilen mit verschiedener Richtung.*) Seien nun {e^ c^ 
(und 6^6'^ zwei solche Linientheile, so hat man: 

(^1^2) + («1^3) 
oder, wenn 

2 4? 

^ (^1 ^2) + K ^3) 

wenn (cj — e^ = {e^ — 65) , weil nämlich aus 2 (ß, 64) = Cj 65 
folgt: 

* oder: / \ / \ 

^1(^4 — «1) = «1(^5 — ^4)- " 

Die Summe zweier von einem Funkte ausgehenden Linien- 
fheile ist also gleich der von demselben Punkte ausgehenden 
Diagonale des zugehörigen FaraUelogramms. 

131. Der Inbegriff aller aus s^ und «^ ableitbaren Grössen 
ist ihr Gebiet. Da €f und «j von 2^^^ Stufe sind, da ferner 
«, = (6163) und €2= (^264) und da endlich zwischen 6j 62^3^4 
die Zahlbeziehung bestand : (cj — 63) = (cj — 64), so ist dieses 
Gebiet von 3*®*" Stufe, und fällt räumlich mit der durch £j 
und £2 bestimmten Ebene zusammen. 

Wenn 

«1 = «i«i + «2«2; ^ = /^i«! + /'2^2; ^1 = yi«t + y2«2; 




*) Vgl. G. A. IL 273. 
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so lassen sieh €i und ^2 eliminiren^ und man erhält zwischen 
aj &j Cj eine Zahlbeziehung^ wie oben, wo e^ und ^2 eliminirt 
wurden. 

Zwischen drei Grössen 2^^^ Stufe auf einer Ebene, seien 
es nun Parallelogramme oder parallele Linientheile, besteht 
also stets eine Zahlbeeiehung ^ und aus je zwei dieser Grössen 
kann man eine dritte ableiten. 

Aus der Gleichung Ä= ofj e^ + «2 Cj folgte pben durch 132. 
Multiplication mit der Strecke {A — B) = 1 die Gleichung 
a = «1 «1 + ^z*2' — Dadurch erhält man den Satz, dass 
eine Gleichung zwischen Punkten ungeändert bleibt, wenn man 
alle Punkte mit gleich gerichteten Strecken (l) multiplicirt.*) Der- 
selbe ist von der Anzahl und Lage der Punkte in der Ebene 
unabhängig, gilt also namentlich auch für die Gleichung 

J. = or, Ci 4- «2 ^2 + ^3 ^3; w^ ^1 ^2 ^3 ^^®^ beliebige Punkte 
der Ebene sind. — 
Aus der Gleichung 

m = Ä — (a^e^ + «2^2 + «3^3) = 
folgt also: 

ml = {Ä .1) — [cci(ej) + «2^0 + «3^01 = 0. 
Aber aus ml = folgt nur dann m = 0, wenn m und l 
zwei verschiedenen, von einander unabhängigen Systemen 
angehören, weil das Product zweier abhängigen Grössen 
auch dann Null ist, wenn keine der Grössen selbst gleich 
Null ist. 

Setzen wir also: 

Ä.l = Ä'l] e^l = e{l\ e^l^^e^l'f e.^l = e^'l, 
wodurch die letzte Gleichung übergeht in 

ml = {AI) - h(ß/Z) + «2««) + «afe'Ol = 0, 

so wird, wenn die Punkte Ae^e^e^ in derselben Ebene mit 
{ liegen, also durch m eine Ebene dargestellt wird, in der l 
liegt, ml von selbst gleich Null sein, als Product abhängiger 
Grössen. Liegen jene Punkte aber' in einer Geraden, so sind 
die durch m und l dargestellten Geraden von einander un- 
abhängig, mithin w = 0, oder: 

A=a^e{+ CC2 e^ + «3 e/. 

•) Vgl. G. A. I. § 80 - 86. 
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Man nennt nun Äele<[e<l die Frcjectionen der Grössen 
Ae^e^e^ auf die Gerade m, nach l] femer heisst m das 
Grundsystem, das System, auf dem l liegt, das Leitsystem 
der Projection. Und die letzte Formel drückt den Satz aus: 
Jede zwischen Grössen 1'®" Grades geltende Gleichung bleibt 
bestehen, wenn man diese Grössen auf eine Gerade projicirt. 

Ist A eine Strecke, so 
ist Ä deren Projection. — 
Setzen wir z. B. : 

so ist: 

-A — — 6i — 69 5 

d*. h. : Die Projection einer 

Strecke ist gleich der Strecke 

zwischen den Projectionen ihrer 

Endpunkte. — Isi A .1 = 0, so ist auch A'l = 0, mithin, 

da A' und l von einander unabhängig sind: J.'=0; d. h.: 

Die Projection einer Strecke, welche die Richtung des Leu- 

Systems hat, ist NuU. — Ist e, — e2= e{ — e^, so ist A = -4'; 

d. h.: Eine Strecke^ welche dem Grundsystem parallel ist, 

bleibt durch Projection ungeändert. 

Ist g eine beliebige Strecke auf dem Grundsystem, so 

wird sein 

A'= x.g, 

worin A die Projection der Strecke A, und x eine Zahl ist. 

Hieraus folgt: 

{Al) = x{gl) 

^^""^ ^Al) = x{gT)', 

d. h.: da der Quotient zweier Grössen 2'«' Stufe in einer 

Ebene eine Zahl ist: 

{AD. 



x = 



und: 



Ä= 



(gl) 
(Äi) 
{gl) 



•9 



Projicirt man die Grössen A e^ CjCs zweitens auf l nach 
m, so erhält mau eine zweite Gleichung: 

A = a^e^ + a^e,^ + «3^3 , 
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Wenn nun der Schnittpunkt der Geraden l und m 
ist, so bilden ImO ein Coordinaten- System ^ in welchem 
der Anfangspunkt heisst, und l und m die Axm. Die Grösse 
A ist dann durch ihre leiden Projectionen auf die Axen vollr 
ständig bestimmt] denn es ist 

A'0 + A'V = AO. 

Ebenso wird jede Gleichung zwischen Grössen V^"" Grades 
ersetzt durch die beiden Gleichungen, welche man erhält, wenn 
man statt der Grössen nach einander 
ihre Frqjectionen auf die beiden Axen 
setzt 

Da 

^ - == (^ — Ä) + {A — A"), 

so ist die Entfernung des Punktes / ^ 

A vom Anfangspunkte einfach 

als Summe zweier Strecken dargestellt, die man Coordinaten 

von A nennt. 

Ist nun A jene Strecke, und AÄ' die zu ihrem End- 
punkte gehörigen Coordinaten, so ist: 

WO l und g beliebige aber feste Strecken auf den gleich- 
namigen Axen bedeuten. Die Quotienten ^-^ und ^y-y 

heissen die zu Ä resp. Ä' gehörigen Zeiger. 

Sind X und g zwei andere Coordinatenaxen , welche als 
Vielfachensummen der vorigen gegeben sind, so ist in Bezug 

auf diese der eine Zeiger: 7-;^; der andere: ,,. V , wodurch 

die Aufgabe der Coordinatenverwandlung gelöst ist. 

Aufgabe: Zu beweisen: Ist ein Dreieck und eine belie-i^^, 
bige Gerade gegeben, und zieht man von den Ecken des Dreiecks 
und seinem Mittelpunkte parallele Strecken bis zur gegebenen 
Geraden, so ist die vom Mittelpunkte gezogene Strecke gleich 
dem dritten Theile der Summe der übrigen. 

Ist A der Mittelpunkt der drei Punkte 61^2^3, so ist: 
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r 




1 


also: 


i 




/ 


so ist: 

$1.1 sn • 


^^ 


iE' 


^y 


cuou • 



sind femer ^e(e^e^ die Projectionen der vier Punkte auf 
die Gerade, so ist: 

^ 3 ) 

mithin: , ^ i / '*\ \ f »\ 

ij^ _ ^\ ^ (g| — g| ) + (gg — g« ) + fa — ga ) . 

w. z. b. w. 

ß) Product von Strecken.*) 

134. Seien a = (e^ — e^ und h = {e^ — e^ zwei anstossende 
Strecken. Dann ist: 

Wenn nun 

(^4— «3) =(^1—^2)^ 

^4 ^^^ (^1 ^2) "T ^3> 

^4^3 "^^ (^J ^2)^37 

€» — T 6| ^2 """ ^4 ^3 j 

d. h. ein Parallelogramm. 

Das Parallelogramm kann also bezeichnet werden : 1. als 
Differenz zweier Linientheile (Gegenseiten); 2. als Product 
zweier Strecken (anstossender Seiten). Das Product ist Null, 
wenn ^162 = ^3 ^4 ist, d. h. wenn die Punkte e^e^e^^e^ oder 
die Strecken a, & in derselben Geraden liegen. 

135. Es sei («j — 62)^3 zu bestimmen. Ist wieder 

(«1 —^2) = (64 — ^3); 

(ßj ^2/^3 "^^ (^4 ^3)^3 ^^ ^4^3) 

d. h.: Das Product eines Punktes und einer Strecke ist ein 

von dem Punkte ausgehender, mit 
der Strecke gleich langer und gleich 
gerichteter LinientheiV. 

136. /^ \ Sei a6 ein Parallelogramm 

und a + ßh = a^', 

dann ist: 

Sei ferner: 

6 + aa^ = l)\\ 
dann ist: 
aJ)Y = aJ) = ah. 



so ist: 




*) Vgl. G. A. I. § 28—30. 
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Es ist aber a^ aus a und h^ aus h durch lineale Aen- 
derung abgeleitet. Ein Parallelogramm ändert also seinen 
Werth nicht, wenn seine Seiten lineale Aenderungen erleiden, 

Anm. Die letzte Formel kann u. A. zur Lösung der Aufgabe 
dienen: ein Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, das mit 
dem ersten eine Ecke (ah) gemeinsam hat, während eine ihrer Gegen- 
seiten auf einer gegebenen Geraden (der Gegenseite von h^ liegt. 

Erweiterung.*) Es seien a und 6 zwei beliebige nicht 137. 
parallele anstossende Strecken und von ihren freien End- 
punkten aus sei resp. 6j parallel mit 6 und a^ parallel mit 
a gezogen. Dann ist 

a . «j = 0; 6 , 6j = 0. 

Sind nun auch die Strecken (a + 6,) und (6 -f- «,) 
parallel; d. h. ist 

(a + 6,) (6 + «,) = 0, 

dann folgt durch Ausführung der Multiplication : 

a . 6 + ^1^1 =7= 0; 

oder: _ . 

a . = «1 Oj ; 

d. h. : Zieht man dwrch einen beliebigen Punkt der Diagonale 
eines Parallelogramms Parallelen m den Seiten y so sind die 
beiden nicht von der Diagonale geschnittenen Parallelogramme 
gleich. 

Anm. Die letzte Formel dient zur Lösung der Aufgabe: ein 
ParikUelogramm in ein paralleles mit gegebener Seite zu verwandeln. 

•Da der Quotient zweier gleich gerichteter Strecken eine 
Zahl ist, so können wir, wenn 

ab =^ a^b^ 

ist, auch 

ai = m , a 

setzen. Dies giebt: 

a . 6 = m . a . &! 

oder: _ _ 

. a = m .0^ . a. - » 

Da nun rntj, wie b^ selbst, mit b parallel ist, so kann nur 

b = mb^ 

sein; d. h. : wenn a .b = a^b^ ist, so haben die Quotienten 

^ und ^ 
a 6, 



*} Vgl. G. A. L S. 66. 109—114. 
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gleichen Zahlenwerth m. Man sagt dann^ die vier Strecken 
üy hy a^, h^ stehen in Proportion. 

Dividirt man die Formeln a^ = ma und 6 = mfc, durch 
einander; so folgt: 

h ~ F, ' 
ferner: „^ _j_ ^^ a±5, . 



oder: 



h 
a, + & 



Setzen wir nun: 



fei ' 
h ax 



so fcJgt: 






üi 



a 






fei 



»1 
a 



d, 



fe| 



a 



Da nun c mit c, parallel ist, und [wegen (a, — 6) (« — fei) 
= 0] auch d mit cZ, , so kann man sagen : Wenn die Seiten 




zweier Dreiecke parallel sind, so stehen ihre Seiten paarweise 
in Proportion. 

Solche Dreiecke heissen ähnlich. — Aus der Parallelität 
ihrer Seiten folgt die Gleichheit ihrer Innenwinkel. Und da 
ein Dreieck sich auch drehen kann, ohne die Grosse dieser 
Winkel zu ändern, so hängt schliesslich die Eigenschaft der 
Aehnlichkeit zwischen zwei Dreiecken nur von der Gleich- 
heit ihrer Winkel (d. h. zweier Winkel) ab. 

Ist in der letzten Formel d = t?j , so folgt daraus von 
selbst: fe == &i und a^ = a] d. h. : wenn zwei Dreiecke in 
zwei. Winkeln und einer Seite übereinstimmen, so sind auch 
die anderen Seiten gleich; d. h. die Dreiecke sind congruent 
(Vgl. N. 107.) 
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Sei 

a + a, = ^1 — C\ ; 6^ -}- 6 = jß^ — C^] 

dann ist: 

di = A — J5 ; 

d + ^1 = -^1 — -^1 5 

und es sind auch die Dreiecke der Punkte {ABC), (A^B^C^) 
ähnlich. Ebenso (SAB) und (SA^B^). Zieht man durch 
8 qine beliebige andere Gerade, und durch B und B^ Paral- 
lelen, welche diese Gerade in E und E^ treflFen, so zeigt* 
sich durch Vergleichung der Proportionen, dass die Strecken 
(A — E) und (A^ — E^) ebenfalls parallel sind; d. h. : wenn 
die Echpunicte eines Dreiecks {A B E) auf drei von einem be- 
liebigen Punkte (S) ausgehenden Geraden sich so fortbewegen, 
dass zwei Seiten ihre Richtungen behalten, so behalt auch die 
dritte ihre Richtung. Der Punkt S heisst der Aehnlichkeits- 
punkt der beiden Dreiecke. Liegen die drei Punkte A, B, E 
auf derselben Geraden, so geht das Dreieck in eine Strecke 
über, ohne dass die Proportionen sich ändern. 

Aufgaben. 1) Zu beweisen : Fällt man von irgend einem 138. 
Punkte der Ebene Senkrechten auf zwei ungleiche Seiten eines 
Parallelogramms und auf die von ihrem gemeinsamen End- 
punkte ausgehende Diagonale, so ist das Product aus der Dia- 
gonale und ihrer Senkrechten gleich der Summe der Producte 
aus den Seiten und ihren Senk- 
rechten.*) 

Man hat: 

{A-B)^{A-B)+{A-C)', 
oder, mit {A — E) multiplicirt: a 

{A -D){A- E) . - -, 

= {A — B){A^E) + {A -C)(A — E). 

Wenn man nun statt dieser drei Parallelogramme die 
ihnen gleichen, zwischen denselben Parallelen liegenden Recht- 
ecke setzt, so hat man die Behauptung des Satzes. 

2) Zu beweisen, dass die Aehnlichkeitspunkte dreier ähn- 
lich liegender Polygone in gerader Linie liegen. 




*) S. G. A. I. S. 65. 



— 9G - 

Seien die Ecken der drei Polygone der Reihe nach mit 
1) AqB^^Cq . . ., 2) Ä^BiCi . . ., 3) A2B2C2 . . . bezeichnet, 
und sei S der Äehnlichkeitspunkt zwischen 1) und 2); S^ 
der zwischen 2) und 3). Dann ist: 

S = aA + ßAi= aB + ßB^= aü + /3C, = •. • 

S, = a,A, + ß,A2 = a,B, + /3,2^2 = «iC^ + /3,6», = • • . 

Durch Elimination der Punkte A^ B^ 6\ ... erhält man : 

a^S — ßSi = aa^A — ßß^A^ 
= acc^B — ßß^B^ = aa^C—ßß^C2=- 
Demnach ist 

der Äehnlichkeitspunkt zwischen 1) und 3). und da zwischen 
88^82 die eben gefundene Zahlbeziehung besteht, so liegen 
alle drei Punkte in derselben Geraden. 

c) Grössen vom 3'«" Grade. 

139. Das Product dreier Grössen 1*®" Grades ist eine Grösse 
3*^" Grades. Seien drei Grössen 1*®** Grades gegeben: 

a = aie^ + «2^2 + «3^3 5 

dann ist: 

alc = {6^626.^) a^ß2Y^ + (61^3^2) «1/33^2 

+ (^2 «I ^3) «2 ß\ vz + («2 ^3 ^i ) «2 /53 y 1 
+ (^3 ^1 ^2) ^z ßi ?2 + fe «2 ^i) «3 Ä y 1 • 

Durch die Hinzufügung eines dritten Factors wird zur 
weiteren Gharakterisirung der äusseren Multiplication noch 
die Bestimmung nothwendig, dass 

(^1 ^2) ^3 =^ ^1 (^2 ^3) ; 
dass also das Gesetz der beliebigen Zusammenfassung gelte. 
Nur unter dieser Voraussetzung lässt sich das Product abc 
auf eine Form von gleicher Einfachheit bringen, wie oben 
das Product ah. 

Da nun ß« ß/? = — e^ €„ 

ist, so erhält man durch Anwendung des eben aufgestellten 
Gesetzes : 



J 
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abc = ei e.^e^ [a^ {^.^y^ — ß-^y^S + «2(^3;^, — ß^y^^) 

Es kommt nun nur noch darauf an, das Product der drei 
Punkte e^ 62 e^ zu bestimmen. 

Unter dem Producte dreier Punkte ß, , e^, e^ (ßj e., e^ ver- 
stehen wir einen Flächentheil (Theil der Ebene), welcher mit 
dem Parallelogramm {e^e.^ — ^3^4), worin {e^ — e.^ = {e^ — e^ 
ist, gleiche Grösse und Seite hat.*) 

Anm. Das Parallelogramm erscheint also als Lagenunterschied 
zweier Lmientheile, der Flächentheil als Theil der durch diese Linien- 
theile bestimmten Ebene, Das Parallelogramm ist eine arithmetische 
Grösse, der Flächentheil ein reines Ausdehnungsgebilde. 

Es sind nun folgende Fälle möglich: 

1) a, 6, c sind vielfache Punkte] dann ist {ah c) ein 
vielfacher Flächentheil. 

2) 6 und c seien Punkte, a eine Strecke (= c — d). 

Dann ist 

abc = (c — d)b , c = — dbc] 

d. h.: abc ist ebenfalls ein Flächentheil. 

3) b und c seien Strecken, a ein Punkt] {b = a — d)] 
{c = a — t)] dann ist: 

abc = a{a — d) (a — e) = a de , 

und abc wieder ein Flächentheil. 

4) a, b, c seien Strecken, a = {d — e); b = (d — f)] 
c = {d — g). Da aber zwischen drei Strecken in derselben 
Ebene «stets eine Zahlbeziehung besteht, so ist in diesem 
Falle das Product ab c = 0. 

Ueberhaupt ist das Product in allen Fällen Null, wenn 
zwischen den drei Grössen abc eine Zahlbeziehung besteht ; 
d. h. in 1) wenn die drei Punkte, in 2) wenn die zwei Punkte 
mit der Strecke in derselben Geraden liegen, in 3) wenn die 
beiden Strecken parallel sind. — Alles dies ergiebt sich durch 
Untersuchung der Beziehungen zwischen den Zahlen aß y. 

Bezeichnen wir das Parallelogramm (s^ — £2); oder 110. 

(^1^2) — (^3^4) ™^^ ^9 sodass 

S = (f 1 — £2) = (ßi ^2) — fe^j) • 
Dann ist: 



•) Vgl. G. A. I. § 114. 115. 

Schlogi'l, Syst. (l. Rttumlfhre. 
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^ , e^ = {e^ ^2 e^j » (e^ e^ e^) = (^i <^2 ^3) • 
Ferner : 

O . 62 = (^3 ^4 ^2) ^^ "T (^2^4^3)5 

Aus der Formel {e^ — 62) = {e^ — e^) folgt nun, dass 

(6,62^3) = (^1^4 ^3) = (^2 ^4 ^3) = (^1^2 ^4) ^s*- Folglich ist ein 
Flächentheil das Produd aus dem zugehörigen Parallelogramme 
und einem seiner vier Eckpunkte. 

Die Producte je dreier Eckpunkte eines Parallelogramms 

sind Flächen theile mit gleichen 
oder entgegengesetzten Vor- 
zeichen, je nachdem die Reihen- 
folge der Punkte bestimmt wird 
durch Bewegung auf den Seiten 

ihrer Dreiecke in gleichem oder 
entgegengesetztem Sinne. 

Anm. Am Funkte haftet also als grössenbildender Factor: im 
Gebiet 0*«^ Stufe die Zahl, 1'" Stufe die Strecke, 2>^^ Stufe das Paral- 
lelogramm. Es entsprechen sich also in den drei Gebieten die Aus- 
dehnungsgebilde : Punkt, Linientheil, Flächentheil, und die arithme- 
tischen Grössen: Zahl, Strecke, Parallelogramm. Und wie die Strecken- 
coefficienten zweier gleich grosser Lini entheile auch dann einander 
gleich sind, wenn diese letzteren in verschiedenen (parallelen) Gebieten 
liegen, so auch die Parallelogrammcoefficienten zweier gleich grossen 
Fiächentheile, wenn diese in verschiedenen (parallelen) Gebieten liegen. 

^^ (^j — ^2) = fe-^^6); 

. (^2 ^3) = (^6 ^7) • 

Dann ist: 

iß\ — ^2) (^2 — ^3) = fe — ^e) (^c — ^7) ; 
d. h.: Parallelogramme können gleich sein, wenn sie nicht in 
derselben, sondern in parallelen Ebenen liegen, 

^Multiplicirt man aber die letzte Gleichung mit ^3, so 
folgt: 

(^1 — ^2) (^2 — ^3) ^3 = (^5 — ^ö) (^6 — ^7) ^3 ; 

oder : 1 

Soll nun e^e2e.^ = ^5 ^6^7 sein, so muss offenbar 

^3 = ^7 
sein, d. h.: die Fiächentheile müssen in derselben Ebene 
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liegen. Nur unter dieser Bedingung also können Flächen- 
theile einander gleich sein.*) 

Sei (abc) ein Flächentheil, und . 141. 

a -}- ßb = a^'j 

dann ist: , , 

a^oc = abc. 

Sei ferner: , , , 

fe + j;c = &i; 

dann ist: , , , 

UibiC = aybc = abc. 

Sei endlich: 

c + ««1 = c, ; 

dann ist: , , , 

d. h. : Ein Flächentheil ändert seinen Werth nicht, wenn 
seine Factoren lineale Äenderungen erleiden. 

Setzt man (61^2^3) = !, so kann man jede hieraus ab- 142. 
geleitete Grösse durch eine Zahl bezeichnen; {e^e^e^ heisst 
nun Breiten- {Flächen-) Einheit y und ist eine Einheit S^^«" Stufe. 
Die daraus abgeleiteten Grössen heissen einfach y wenn sie 
als Producte von drei Grössen 1^^*' Stufe darstellbar sind ; 
sonst zusammengesetzt. 

Wenn {e^e^e^ =^ 1 gesetzt ist, so heisst {e^e^ die Er- 
gänzung von e^\ man schreibt: 

^2^3 = I ^u <Ja e^ (62^3) = + 1 , 

^^^' (^iH = — I ^2? da" ^2(^1^3) = — 1 • 

Umgekehrt ist: 

^1 == + I ^2^3 » da (^2^3) ^1 = + ^2^3^i = + ^1 ^2^3 = + 1 ; 
und: 

^2 = — I ^1^3» da (e, ^3)^2 = + CyC^e.^ = — ^1 ^2^3 = — 1 . 
Setzt man in e, (^263) = 1 für 62^3 seinen Werth, so folgt: 

(e, I e,) = l; 

ebenso: / 1 \ 1 

\^2 ^3 I ^2 ^3) ""^ ^ • 
Wenn . 

^2 ^3 — I ^n 
so ist: . 

I ^2 ^3 "^^ II ^1 > 
oder: ' n . 

Ikt = + ^r 
Wenn 
. « = «1^1 '+ «2^2 + «3^3 

'^) Vgl. G. A. II. 256. 258. 

7* 
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ist, so verstehen wir unter der Ergänzung von a die Grösse : 

I a = a, I e, + «2 I 62 + ^3 I 63. 

®. Grössen, abgeleitet aus mehreren festen Strecken 

(und Punkten). 

a) Tunkte (aus Geraden [und Punkten])« 

143. Vermittelst der äusseren Multiplication konnten wir aus 
zwei oder mehreren Grössen niederer Stufe eine Grösse 
höherer Stufe ableiten. Zur Lösung der umgekehrten Auf- 
gabe wird es nöthig, den Begrifif des äusseren Produetes von 
einem höheren Gesichtspunkte aufzufassen.*) 

Wir nennen das durch die Punkte e^ e^ e^ bestimmte 
Gebiet „das Hauptgebiet ^^-^ wir nennen ferner ein äusseres 
Product von beliebig vielen Factoren progressiv , wenn die 
Summe der Stufenzahlen seiner Factoren gleich oder kleiner 
als die Stufenzahl des Hauptgebietes ist; dagegen regressiv, 
wenn diese Summe grösser ist als die Stufenzahl des Haupt- 
gebietes. — Um den Werth des regressiven Products zu be- 
stimmen, bildet man das Product der Ergänzungen der ge- 
gebenen Factoren. Die Ergänzung dieses Produetes ist dann 
das regressive Product. 

Man sieht, daa3 die bisher betrachteten Producte sämmt- 
lieh progressiv waren. 

Betrachten wir nun als einfachsten Fall im Hauptgebiet 
3^*^*" Stufe das regressive Product zweier Grössen 2^*^'' Stufe. 

1) Sei a = e^e2 5 \a = e.^] 

b = ^2^3 ; 6 = ^i . 
Dann ist nach der Definition des regressiven Products, 
wenn wir dasselbe einstweilen in eckige Klammern ein- 

schliessen: .71 1 ,, 1 ,n 

[ab] = \ (|a. I &); 



oder: 

Setzt man: 


[ab] = (1 a . 6). 




\ a — «1 ; a — a^ ; 


so folgt: 


6_6j ; h— 61 5 



*) Vgl. G. A. I. § 144. IL 289-295. 
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d. h.: weHn das Product zweier Grössen progressiv, so ist 
dasjenige ihrer Ergänzungen regressiv. — Man kann nun 
für beide Arten der Multiplication dasselbe Klammerzeichen 
wählen. Und für beide gilt der Satz: Die Ergänzung eines 
Produds ist gleich dem Producte der Ergänzungen seiner 
Fadoren. 

Führen wir in der ersten unserer obigen Formeln statt 
a und b die Grössen e ein, so folgt: 

[(^1^2) (^2^3)] = I (^3^1) = ^2 = (^1 ^2^3) • ^2- 

Das progressive Product zweier Grössen 1*^' Stufe war von 
2^«^ Stufe] das regressive Product zweier Grössen 2*®^ Stufe 
ist, wie man sieht, von V^^ Stufe. - 
- 2) Ist ar= e^e^] | öt = 63 ; 

6 = 61^3; 1^ = — ^2; 

so folgt aus (ah) = \ {, a \ b): 

[(^1^2) • i^t^s)] = I (-- ^3^2) = I (^2^3) = ej = (6,^2^3)^1 • 
3) Ist 



a —— Ct Co j j et • — Cn : 

6=^2^3 5 \h = ei] 
so erhält man: 

[(^1^3) • (^2^3)] = I (— ^2^1) = I (^1^2) = ^3 = (^1 ^2 ^3)^3- 

Wenn a = a, e^ H" «2 ^2 + «3 ^3 ; 

dann i«t: 

(a6)=(a,/32 — «2/3,) 6,^2 | « = «^(^2 ^3) + «2(^3^1) + «3 (^1^2) 
+ («2^3 — «3 ^2)^2 ?3 ' & = ^1(^2 ^3) +"^2(^3^1) + A3 (^1^2); 
+ («3^1— «1/53)^3^1; 
I (ab) = («j/Jj — «2/^1)^3 ' I ö^ • I & = K/^2 — «2/^1) ^'3 
+ («2^ — «3/^2)^'! + («2/^3 — «3/^2)^1 

+ K/^i — «1/^3)^2; + («3/*i — «1^3)^2; 

also: 



(ab) = \ a . \ b. 

Wenden wir nunmehr die vorstehenden Resultate auf 144. 
das Gebiet der Ebene als Hauptgebiet an. Ein Product im 
Hauptgebiet der Ebene heisst planimetrisches Product. 

Das Product zweier sich sehneidender Linientheile ist 
regressiv und dejn Durchschnittspunkte gleich. 
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Anm. Da es bei der Bestimmung eines Punktes auf die Länge 
der ihn bestimmenden Linien nicht ankommt, so kann man im regres- 
siven Producte die Linientheile mit den durch sie bestimmten Geraden 
vertauschen. 

Das Product eines Linientheils und eines Punktes (oder 
dreier Funkte) ist progressiv ^ und dem durch beide ie^immten 
Parallelogramm an Grösse gleich. Es ist Null, wenn der 
Punkt mit dem Linientheil oder den beiden anderen Punkten 
in derselben Geraden liegt. (Bereits oben bewiesen.) 

Multiplicirt man die in 2), 1), 3) am Schlüsse erhaltenen 
Gleichungen mit einander, so folgt: 

(e, e^) (e, 63) (e^e^) {e^e.^) (e, e^) (e./g) = {e^ e.fi^ e^ (e, e<^ e^ e^ {e^ e.^ e^ e.^ \ 

oder: _ {^^^^ {e^e^ {e^e^ . {e^e^) (e^e^) {e^e^) 

== — {e^e.^e.^) {e^e^e^) {e^c^e^ . ie^e^e^), 

[(^1^2) (^1^3) fe^s)]^ = ißi^2^zy\ 
endlich * 

(^1 ^2) ißi h) (^2 ^3) = (^1 ^2 ^3)^ ; 

d. h.: Das pL Product dreier, die Seiten eines Dreiecks bil- 
dender Linientheile ist gleich dem vierfachen Quadrat dieses 
Dreiecks. Es ist also nur dann Null, wenn die drei Punkte 
zusammenfallen. M. a. W. : Das planimetrische Product 
dreier durch einen Punkt gehenden Geraden ist Null. 

Wenn ein beweglicher Punkt X mit zwei anderen festen 
Punkten A und B auf derselben Geraden .liegen soll, so 
wird diese Bedingung ausgedrückt durch die Gleichung : 

{XAB) = 0. 

Diese Gleichung heisst die Gleichung des Punktes X, und die 
durch A und B bestimmte Gerade der geometrische Ort des 

Punktes X*) 

~— ^— ^~^^-^^-^— — • * 

♦) Uebergang zur Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten. Sei 

der Anfangspunkt, für A{xiyi); ^(a?22/t)j 
j X{xy) die rechtwinkligen Coordinaten, femer 

71\.X (X-0) = r; (^-'0) = ri; (JB-0) = r„ 

/\y^\^^--^ dann ist: {XÄB) = 0\ oder: 

d^Efei:!?.^ (0 + r){0 + r,) (0 + r,) = 0; 

^ , Si y ^a oder: 

^' Gr^rj + rOr, + r/*iO = 0, 

weil (00) = und auch r^r^r^ als Product von drei 'Strecken in der- 
selben Ebene Null ist» Weiter: 

0(^1^2 — ^^2 + ^^1) = Ö; r(r, — r^) + r^r^ = 0; 
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Wenn eine bewegliche Gerade x mit zwei anderen festen 
Geraden a und h durch denselben Punkt gehen soll, so wird 
bliese Bedingung ausgedrückt durch die Gleichung: 

{xal) = 0, , 

Diese Gleichung heisst die Gleichung der Geraden x. 

Wenn in einem planimetrischen Producte die Summe 145. 
der Stufenzahlen gleich oder kleiner als drei ist, so heisst 
es rein progressiv. Es ist nämlich in diesem Falle jeder 
Factor mit dem vorhergehenden durch progressive Multipli- 
cation verbunden. Der Werth des Productes ist im ersten 
Falle eine Zahl (vgl. dÄs Product abc auf S. 97), im zweiten 
Falle eine Grösse vom Grade der Summe der Stufenzahlen, 
in beiden Fällen also eine Grosse vom Grade des Kestes, den 
die Division der Summe der Stufenzahlen durch 3 ergiebt. 

Nimmt man in einem Producte von m progressiven Fac- 
toren die Ergänzung jedes Factors, so hat man die Stufen- 
zahl jedes Factors von 3 zu subtrahiren, also die Summe 
ihrer Stufenzahlen von 3m; und je nachdem diese Summe 
gleich oder kleiner als 3 ist, wird die Stufenzahl des neuen 
Productes gleich oder grösser als {3 m — 3) sein. Ein Pro- 
duct dieser Art heisst rein regressiv, weil jeder Factor mit 
dem vorigen durch regressive Multiplication verbunden ist. 
Der Werth des Productes wird ebenso wie im vorigen -Falle 
ermittelt. Denn bei fortschreitender Multiplication kann man 
jede Gruppe der drei verschiedenen Einheiten e, , Cj; ^3 ^-^f 
die Form {e^ e.^ e^) bringen, und diesen Factor gleich 1 setzen. 
Das Product kann also nur von 0^^"^, 1^*^' oder 2**^'^ Stufe sein. 

Beträgt in einem Producte von m Factoren die Summe 
der Stufenzahlen mehr als 3 und weniger als 3 m — 3, so 
heisst das Product ein gemischtes, weil in diesem Falle die 
Factoren theils durch progressive, theils durch regressive 
Multiplication eingefügt sein müssen. Sein Werth wird durch 
die oben angegebene Rechnung bestimmt. Das ^Product ist 



{X + y) {Xi + y, — ajj — 2/,) + (Xi + yi) {x^ + 1/2) = 0; 
^•(2/i -^ 2/2) + 2/(«i — ^2) + «12/2 + yt^i = 0; 
^(2/1 — 2/2) — (^1 — ^2)2/ + ^iVi — ^22/1 = 0. 
(Vgl. G. A. I. § 119. 11. 306. 307. 308.) 
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/ 
/ 

insbesondere eine Grösse 0**^^ Stufe, d. h. eine Zahl, wenn 
die Summe seiner Stufenzahlen durch 3 theilbar ist. 

Bestimmt man den Werth eines gemischten Productes» 
durch Ausführung der fortschreitenden Multiplication, so bleibt 
schliesslich ein Produci von drei Factoren übrig. Dieses 
Product ist insbesondere gleich Null, wenn es drei Punkte 
darstellt, die auf einer Geraden liegen, oder drei Geraden, 
die durch einen Punkt gehen. 
146. Wenn in der Ebene ein System von festen Punkten und 
Geraden gegeben ist, und ein beweglicher Punkt X oder 
eine bewegliche Gerade x durch veränderliche Geraden und 
Punkte mit diesem System so verbunden werden können, 
dass beständig drei von den Punkten auf derselben Geraden 
liegen, oder drei von den Geraden durch denselben Punkt 
gehen, so läset sich diese Beziehung durch ein gleich Null 
gesetztes planimetrisches Prodüct darstellen.*) 

Die Linie, welche vom Punkte X beschrieben wird, oder 
deren sämmtliche Tangenten durch alle Richtungen der Ge- 
raden X dargestellt werden, heisst eine Curve, — Man sagt 
auch, die Curve sei ^ der geometrische Ort, im 1. Falle des 
Punktes, im 2. Falle der Geraden. 

Setzt man in dem ersteh Falle im planimetrischen Pro- 
ducte : 

X^a^e^ +«2^2 + «3%; 

worin Cj ^^^^ ^3 zwei gleich lange, zu einander senkrechte 
Strecken bedeuten, und ßj ihren Durchschnittspunkt, drückt 
man dann die festen Geraden (als Strecken betrachtet) und 
Punkte durch ähnliche Gleichungen aus, setzt alle diese 
Werthe in dem planimetrischen Producte ein, und löst die 
Klammern, so erhält man eine in a homogene Gleichung vom 
Grade derjenigen Zahl, welche angiebt, wie oft in dem plani- 
metrischen Producte der Punkt X vorkommt. Dividirt man 
dann die ganze Gleichung durch die ebenso hohe Potenz von 
a^ , so erhält man eine Gleichung zwischen den Variablen 

— ^ und — , welche die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 

X sind. Eine Curve, deren Gleichung vom li*^" Grade ist, 



*) Vgl. G. A. I. §. 145-148. IL 309. 310. 
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oder deren planimetrisches Product den Punkt X nmal ent- 
hält, heisst Curve n^"^^ Ordnung. 

Aus dem oben gefundenen Producte (XÄB) = können 
wir sehen, dass .die Gerade eine Curve l*^'^ Ordnung ist. 

Setzt man im zweiten Falle: 

^ = «t 1 ^1 + «2 I ^2 + «3 I ^3 

und verfährt wie oben, so bestimmt die erhaltene Gleichung, 
wenn sie vom Grade p ist, eine Curve 2>*" Klasse. 

Wenn die Grössen a für beide Curven dieselben sind, 
so heisst die zweite Curve die Reciprocal- (Polar-) Curve der 
ersten, und umgekehrt; x ist dann die Tangente an diese 
zweite Curve. 

Aus dem oben gefundenen Producte (a:a6) = können 
wir sehen, dass der Punkt eine Curve l**'^ Klasse ist. 

Anwendung auf die Curven 2^^^ Ordnung.*) Die ein-u7. 

fachste Form eines planimetrischen Productes, welches eine 

Curve 2^^^ Ordnung darstellt, erhält man, wenn man vom 

Punkte X ausgeht, und in dem darauf folgenden Theile des 

Productes so lange abwechselnd feste Punkte und Geraden 

setzt, bis man zum Punkte X zurückkehren kann, ohne dass 

das Product für jede Lage von X Null wird. 

Anm. Für Curven höherer Grade wird das Bildungsgesetz des 
planimetrischen Productes complicirter. Die gesetzmässige Ableitung 
desselben aus einer gegebenen Zahlengleichung wird unten gezeigt 
werden. 

Unter Berücksichtigung der Bedingung, dass die Summe 
der Stufenzahlen der Fäctoren durch 3 theilbar sein muss, 
erhält man nun die Gleichung: 

{XAlCdEX) = Oy 

worin ACE feste Punkte, h und d feste Geraden bedeuten. 
Diese Gleichung drückt folgenden Satz aus: Wenn die Seiten 
eines Dreiecks um drei feste Funkte {ACE) sich drehen, wäh- 
rend ztcei Ecken auf festen Geraden (6 d) sich bewegen, so 
beschreibt die dritte Ecke (X) eine Curve 2*«*' Ordnung. ^Kegel- 
schnitt.) 

Die Gleichung wird befriedigt, wenn X mit A oder E 
zusammenfällt; folglich liegen diese beiden Punkte auf der 



*) Vgl. G. A. I. § 147. II. 323. 
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Curve. — Sei ferner C, der Durehschnittspunkt von b und d] 
B derjenige von {AC) und d] D derjenige von (-BC) und 6; 
dann ist: 

und unsere Gleichung kann geschrieben werden: 

[XÄ . (0,2)) . {[AB] . [DE]) . {BC,)EX] = 0. 

Man überzeugt sich leicht, dass die Curve auch durch 
die Punkte C^BD geht. — Man erhält nämlich: 

/ 
/ 




1. fürX=C,; [C,C{BG,)EC^] = C^EC^=0. 

2. fürX = 2); [D ,a{BC;) . ED] = [D .E{BC;)E .D] = 0, 

und ein mit 2. analoges Resultat für X = B. 

Somit ist eine Curve 2*®*^ Ordnung durch fünf ihrer PunJcte 
voUlcommen bestimmt. 
U8 Verwandlung des planimetrischen Productes in eine Zahlen- 

gleichu/ng. — DreipunM-Coordinaten. — Es sei: 

und ß, 62^3 mögen mit den festen Punkten ACE zusammen- 
fallen. Dann ist: 

A=:er. b:=ßy{e2e^)+ß2{e^e^) + ß^{eic.,)', ^,+^2 + ^3 = 0. 

^=*l(e2^3) + *2fe^l)+ *3(ßl^2); *l+ *2+ *3 = 0. 



C=e., 



E=e. 
Ferner ist: 

XAb = x^ß^e^ — (^2/^2 + ^3/^3)^1 + •^3/3i<?3; 

X^6C= — {X^ß^ + a^a/Sg) (^1^2) + X^ißy (636^)5 
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oder: 



XAhCd = [di{x,ß., 4- X.J.;) — d,^x.J^] e^ 

XAhCdE^[8,{x,ß^ + x,ß.,) - 8^x,ß,] {e,e^) 

— ^2(^2/^2 + ^3/^3) (^1^3); 
XAhCdEX=[8,{x^ß^ + 0:3183) - #3^3/3,1^1 

+ *2(^2/'2 + ^3/^3)^2 = ^5 



(/*2^2 + /^S^s) (*2^2 + *i^l) = *3/'!^I^3- 

Ist ß^ oder ^3 = 0, d. h. : geht h durch ^, oder d durch 
Ey SO geht die Curve über in ein System Ton zwei Geraden 
mit den Gleichungen: 

^2^2 + ßz^'i = 0; *2^2 +.*i^i = 0; 
oder, da nun ß2 = — ß^*t 8^= — S^ ist: 

•Ä/n """^ *vo « «*/•• ' »*/l • 

Da in diesem Falle X = XiA -\- 2 X2 ( — ^ — ) ^ ^®^P* 
X = 2:^2 (— Y — ) + ^3-^ ist, so sieht man, dass die beiden 

Geraden die von A und E ausgehenden Transversalen des 
Dreiecks der Punkte ACE sind. 

Ist §2 oder ^2 = 0, d. h.: geht h oder d durch C, so 
gelangt man nach einigen Umformungen zu den Gleichungen 
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^3(^2 — ^j) = 0, resp. Xi{x2 — ^^3) = 0, erhält also wieder 
ein System von zwei Geraden. • 

In beiden Fällen ist, wie mau sieht, die Richtung von 
b und d gleichgiltig. 

Ist ß^ und #1 = 0, so nimmt unsere ^kichung die ein- 
fachere Gestalt an: 



^ 
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oder, da /Sjdj = ^^ßi ist: . , 

wobei wieder die Richtung der Geraden b und d gleich- 
gütig ist. Die letzte Formel drückt nun folgenden Satz aus : 
Verbindet man zwei beliebige {variable) Punkte {X{X^) und 
(7j , oder X2 und C.^ auf einer Curve 2**» Grades mit zwei 
festen Funkten auf derselben {A und E), so geht die äussere 
Diagonale des vollständigen Vierecks der vier Punkte stets 
durch denselben Punkt (C). 

Da die Punkte B und D der vorigen Figur jetzt resp. 
mit A und E zusammenfallen, so sind die Geraden {C E) 
und {CA) Tangenten an die Curve. — 

Der durch die Punkte CAE gelegte Kreis schneidet also 
die Curve unter rechten Winkeln. 
149. Cartesisehe Coordinaten, — Wir nehmen ebenso, wie in 
dem zuletzt betrachteten Falle, an, dass Punkt J^auf d und 
E auf b liege. — Der Durchschnittspunkt beider Linien sei 
mit e^ bezeichnet, die Strecke {e^ — A) mit 62? (^1 — ^) niit 
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«6*3 5 dann sind d und b die Axen eines Cartesischen Coor- 
dinatensystems, und man hat: 

JL = x^ e^ -f- X2 e^ -f- ^3 ^3 5 

c = 7x^1 + ^2^2 + y^e.i\ ri + 72 + ^3 = 1 . 

^=^ Cx Co * a ^—^ c/j C't • 
Demnach : 
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XA = {Xi + x^) (^2^1) + x^{e.^e^) + x.^{e^e.;)] 
XÄb = {x^ + ajj)^! + ^3^3*7 
XAhC= [(:r, + 3:2)^3 — ^3^1] (^i«3) 

+ (^1 + ^2)y2(^iß2) + ^3^2(^3^2)5 

XÄbCd= [{x^ + 0:2)^3 — ^3^1]«] — ^3^2 «2; 
XAbCdE = x-^y^ie^e.^) + «[(Xj -jr ^,,) ^3 — a;.,^,] (^3^1) 

+ «^3^2(^2^3)5 

XAhCdEX = X-3V2 + «[(-^1 + ^2)^3 — ^iYi] ^2 

+ «ir3j/2^i = 0. 

Setzt man nun '^- = //j und ^ = y.yj und löst die Klam- 
mern, so folgt: 

^2^3^ — ^yiViVz + ^y'^yi + «^3(^2 + ^3) = 0, 

oder : 

^2^3(2/3 + «) + ^y^Vi^yi + 1) = ^y^y^y^' 

Diese Gleichung stellt, wie bekannt, eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel dar, je nachdem ay^ kleiner, gleich, oder 
grösser als 4^2 7^3 ^^t. Schreibt man die letzte Bedingung 
in der Form: 

> yi yi' 

so stellt die linke Seite das Parallelogramm der Punkte e^ EA 
dar, die rechte das Parallelogramm der doppelten Goordinaten 
von C. Bezeichnen wir diese mit dj und d,^ und den zuge- 
hörigen Punkt mit C, so können wir schreiben: 

weil (^1 — A) der Längeneinheit gleich ist. 

Für den Fall der Parabel ist ^2*3 = a. Dies ist aber 
die Gleichung einer Hyperbel, deren Asymptoten die Geraden 
6 und d sind, und die sich, je nachdem a positiv oder negativ 
ist, in dem einen oder anderen Paare von Scheitelwinkel- 
Räumen befindet. Wenn wir daher die Geraden b und d, 
sowie die Punkte A und E als fest betrachten, C aber als 
beweglich, so liefert der Punkt C eine Parabel , wenn er 
auf einer der Hyperbeln ^"2*3,= + « hegt, eine Ellipse, wenn 
einer, eine Hyperbel, wenn Jceiner der vier Hyperbelzweige 
ihm seine concav^ Seite zuwendet (oder je nachdem er mit 
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Cj auf verschiedener oder derselben Seite des Hyperbelsystems 
liegt). 
150. Spedalisirung der Gleichung 2'^" Grades. Es sei ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem angenommen , der Durch- 



' / / / 

I ' / / / 

'J A ^ ^ 

/ / schnittspunkt von h und d mit F 

[-7- "7 bezeichnet, und die Punkte A^ C, 

y / E so gewählt, dass: 

iS'/-— . /\(_ A = e^+e.^] 

I I G=e,\+ße,:, 

I I • E = e,—e.,:, 

/ / X = a;i e, + a;2 ^2 + ^3 ^3 ; 

^ Y = y^e^ +2/2^2 + 2/3^35 



dann ist: 

h = EY= 2/2(^2^3) — (2/1 + ^3) fe^i) + 2/2(^1^2); 

^ = ^1"= — 2/2(^2^3) + (2/1 — 2/3) fe^i) + ^2(^1^2); 
also: 

X^= aj^Cejei) + (0^3 — x^) (^3^,) + ^2(^2^3); 

XAb = e^ [a?2(2/i + ^3) + 2/2(^1 — ^3)] + ^2 • 2 ^22/2 
+ «3K(2/i + 2/3) — ^2(^1 - ^3)] 

= «1^1 -f- «2^2 + ^3^3? 
XAbC= (öf2 — «1^) (^2^1) + <«3^(^3^2) — ^(^1^3); ' 

XAhCd=e^ [(^3 — y^) («2 — a,/5) - j/2«3] 

+ ^2 2/2 [(« I — 0^3) /* — «2] + ^3 [(y 1 — 2/3) /5 — 2/2] «3 ; 

XAbCdE= (62^1) [(«1 — •ag)/^ — «212/2 

+ (^3^1) [(2/1 - 2/3) ([«1 + ^s\ß - «2) - 2 2/2 «3] 
+ (^3^2) [(«1 — 03)/^ - «212/2; 
XAbCdEX^'i— 2/2^1 — ^32/2) [2 '2/2(^1 — ^3)/* — 2^22/2 

+ ^2(2/1 — 2/3) (2 ^2 [2/1 + ^3]/^ - 20^22/2) 
— 2 2/2 ^2 (^2 [2/1 + 2/3] — 2/2 [^1 — ^3]) = 0^ 
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oder: 

— X2yi[^2iyi + Vs) — 2/2(^1 — ^3)] = ^» 

oder: 

Setzt man nun: 



so folgt: 



Ä?2 






Vi 
Vi 



— ^2) '^ — ^3 5 ~^, ^2 7 *, — %; 






P W-l) + 2gg _ P W-l) + 2^2 == _ ^. 



^2 . **2 

Diese Gleichung zeigt, dass auch Y auf der Curve liegt. 

Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden^ nämlich: 
1) m = 0; 2) w < O5' 3) w > 0- 

1) m = 0. Dann ist, wenn weder x^ noch x^ Null ist: 

oder, wenn wir ß — 2g^ = v setzen: 

Dies ist die einfachste Zahlengleichung der Parabel. 

2) m o 0. Dann ist: 

ß{g,-^ - 1) + 2z, + rn^j^ = 0; 
oder: ."^, 




c 

-4 



oder, wenn wir 0^-1 = v setzen : 

^«3J + mt;* = (/S + ^). A 

Je nachdem m positiv oder negativ ist, stellt diese Glei- 
chung eine Elli2)se oder Hyperbel dar. 

Ist im e^'steren Falle m = ß, so kann mau schreiben: 

als Gleichung des Kreises. Im speciellen Falle /J^ = 3 ist 
das Dreieck der Punkte A, C, E gleichseitig. 

Im zweiten Falle kann man m = — m^ setzen und 
schreiben : 

ij/ßz, + ym,v) (yßg, - ^r) = {ß- 1), 
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oder, wenn 



gesetzt wird: 



Vß^n — V^iV = ti 

Damit ist die Gleichung der Hyperbel auf ihre eiufachste Form 
gebracht. Ist ß = m^y so heisst die Hyperbel gleichseitig. 
161. Verwandlung einer Zahlengleichung in ein gleich Null 

geseiltes planimetrisches Product *) — Zur Losung dieser Auf- 
gabe ist es nöthig, a) eine Zahl, b) ein Froducty c) eine 
Summe als planimetrisches Prod^ict darzustellen. — Für alle 

Fälle sei 

X = x^a -\' x.yb + c\ 

d=a + h + c, {da) = Ay [dh) = B, (cd) = 6', 

und a, h, c drei beliebige Grössen 1**^" Grades, z. B. a und 6 zwei 

auf einander senkrechte 
^ Strecken von der Länge 
1 und c ihr gemeinsamer 
Anfangspunkt. Dann ist 
d der gegenüberliegende 
Eckpunkt des aus a und 
^ h gebildeten Quadrates^ 
x^ und x^ sind die recht- 
winkl. Coordinaten von x. 
Wenn nun y^ und y^^^^ 
Schnittpunkte von G mit 
x^ , resp. x^ sind, so folgt 
aus der Aehnlichkeit der 
Dreiecke: 

(cy^) : {cd) = x^: 1; 
(ci/o) i{cd) = x^. 




also: 



(cj/,) : {cd) = Xi : 1 ; 
{cyi):{cd) = x^', ] 

Die Punkte y, und y^. sind hiernach die räumlichen Bilder 
der Zahlen Xi und ^o. 

Da ferner x mit ^j auf der zu h, mit 1/2 auf der zu a 
gezogenen Parallellinie liegt, so ist: 

(7/i&) = (a?6); {y^a) = {xä). 



*) Vgl. G. A. II. 325—329. 
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Endlich ist: y^ _ (^ j^) . y^ _ (^^^) ^ 

Hierdurch sind die Zahlen x^ wid x^ als planimetrische 
Froducte dargestellt 

Construirt man femer die Coordinaten von y^ und y^y 
und setzt: 

{y,aB)=f, . 

zieht ferner {cf)y und setzt: 

ifc) {if^h) == e, 4'. 4 ....?i| 

zieht endlich {ea)y und setzt: 

dann ist: 






a 





x^ X 



^^ 



jcz) _ ifij) _ (cy^l _ . 
(cy,) "" (cn — (cd) — -^2 . 

und da 
so folgt: 

(cz) _ ^ 

Der Punkt ß ist also das räumliche Bild des Productes x^X2. 

Da ferner e mit z auf der zu a gezogenen Parallellinie 

liegt; so ist: 

(za) = (ea). 
Endlich ist: 

= [y^aBc(tf2b)aG] = \tfihÄc(if2a)J>C]] 

also auch: 

{0a) = [y^aBc(y2h)a]', {zl) = [yibAciy^a)^, 

da die Yertauschung der Buchstaben a, Ä mit h, B B,n der 
Figur nichts ändert. 

Hierdurch ist nun das Product x^ x^ als planimetrisches 
Produdt dargestellt. 

Endlich mögp auf der Geraden cd ein Punkt / so be- 
stimmt werden, dass er die Summe der Zahlen x^ und rCj 
repräsentire. Dann soll sein: 

{cd)~ a + h ' 
oder: , ,, , , t / s 



(c/) 



(cd) a+b 

Schlegel, Syst. d. Baoinlehre. 



(cd) ^ a + b (cd) 



8 
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oder: (^ _^ j) (,^.) = a . (cy, ) + 6 . (cy,) ; 

a [(es') — (cy,)] = 6 [(cj/j) — (c« )] 5 

a(/— «/,) = B(j/2-/); . 

d. h. / ist der Punkt, welcher die Strecke (i/j — y^) im Ver- 
hältniss b : a theilt. 

Um diesen Punkt zu finden, beachtet man, dass, wenn 

man (^/) construirt, und 

(gz) {xb) = h 

setzt, aus der Aehnlich- 
keit der Dreiecke folgt: 

9l=^^:zJi = 9 — yt 

ö Vi — z' Vx—^^ 

und numerisch: 

2/1 — Ä* 
Trägt man also von C 
aus auf a und fe beliebige 
Strecken ab, die sich wie 
a : 6 verhalten, und zieht 
zur Verbindungslinie ihrer 
Endpunkte eine Parallele 

durch flf, so schneidet diese die Strecke G in dem gesuchten 

Punkte /. 

Da auch iLzi.^= ^."^^ oder ^^ ""f = ^.^ ^ , und diese 

Proportion ungeändert bleibt, wenn {ah) nicht ein Quadrat, 
sondern ein Rhombus, so hat man beiläufig den Satz, dass 
in jedem Dreieck (gy^h) die Halbirungslinie eines Winkels die 
Gegenseite im Verhältnisse der beiden anderen Seiten theilt, 
' Endlich ist: 

/= (gh)C===^g{aa — ib)G= [y^a{y^b) (aa — U)G]. 

Damit ist auch die Summe ^^^ ^ ^^ als planimetrisches 

Product dargestellt 

Für die weitere Entwicklung setzen wir nun an geeig- 
netem Orte: 

yi = (^i); ^ = (^1^2); 
y2 = (^2); 
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Dann ist: 

Setzt man hierin e für y,, d. h. x^X2 für arj, so folgt: 
[{Xi'^x.^)b] = [ebAciy^ajb] = [y, 6(^0(^20)6) . (Ac(y2ä)b)]y 
oder, wenn wir 

SR = [Ac{xa)b] = Mc(yja)6] 

'"*""^^ [(x,^x,)b] = [y,b.di']. 

Ebenso : 

[(a:,«» iCj) 6] = [y,6 . SR"»] = [2:6 91»»]. 

Daraus folgt: 

(a;,"»a;2) = [ip6 . 9l»*C]. 

Vertauscht man a mit 6, und rrj mit X2, und setzt: 

5R, = [Bc{xb)a'] = [Bc{y,b)a]y 
so folgt: 

{{x^ . 0:2"*) a] = [a:a9li'"] oder [(rr, . ir2"~^)a] = [aJaSJli*""*]- 
Setzt man hierin für rr, und o; den Ausdruck 

{x^'^x^ = [a?69fi"'C] 
ein, so erhält man: 

[{xC^X2'')d\ = [a;69i«C. aSRi«-i] = 8; 
Ebenso : 

[{x,P iC2') 6] = [ajaSRi'^C . b SR?-*] = 2,; 
daher: 

^xr x^^ + lx^ xl >^ = [S . 81 (aa — U)C] = [881 a^C]. 
Weiter ist: 

wenn wir ausserhalb der eckigen Klammer c statt 6 und 
a 4~ ^ ^^^^ et setzen: 

"^ \ a + b + c / 

Auf der rechten Seite aber ist [88iaiC] für y^ und 82 für 
(^2^) zu setzen, so dass: 

worin aj = (a + b)a — c6. 
Allgemein ist: 

8« 
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(f(»,%))-( "'":+::::t;''''-' ) 

Ist nun f{x^x^ = 0, so ist auch (0) = 0, also: 

[ßg, «1 Ca^ia^C . . . aSxaxC] = 
das gesuchte planimetrische Product für die Gleichung n^*" 
Grades. 

Da jedes dt den Factor x einmal, also jedes 8 ihn so 
oft enthält, als die Exponentensumme des zugehörigen Gliedes 
der Gleichung beträgt, so ist das planimetrische Product von 
sovieltem Grade, als die Summe sämmÜicher Exponenten der 
Gleichung beträgt. Es drückt daher ausser der Curve noch 
eine Menge von Geraden aus. Um diesen üebelstand zu ver- 
meiden, kann man die Gleichung w*<^" Grades vor der üm- 
v^andlung auf die Form bringen: 

WO ^i . . . ^n lineare Functionen der Variablen x^ und X2 sind. 
. Auf diese Weise nimmt z. B. das planimetrische Product 
vom 2*®" Grade die Gestalt an: (xaBcDex) = 0] und das- 
jenige vom 3*^" Grade: [xaBc {xb) aCdJEfx] = 0. Die Ver- 
allgemeinerung dieser Theorie auf Curven höherer Grade s. 
in den Grassmann 'sehen Schriften.*) 

b) Zahlen (aus Streckön [und Punkten]).**) 

152. Der Flächentheil erschien uns als Product aus einem 
Punkte und einem Parallelogramm. Der erstere war eine 
geometrische, das letztere eine arithmetische Grösse. Bei 
der Bestimmung, von Funkten erschien das als Zahlcoefficient 
auftretende Parallelogramm unweseatlicb ; daher konnten wir 
das progressive Product zweier Punkte als Gerade, statt als 
Strecke auffassen, und das regressive Product zweier Strecken 
(oder Geraden) als Punkt statt als Product eines Punktes 
und eines Parallelogramms. 

Bei der Bestimmung von Zahlen wird uns der am Paral- 
lelogramm haftende Punkt nicht interessiren. Wir betrachten 



*) Crelle's Journal Bd. 31. S. 111; Bd. 36. S. 177; Bd. 42. S. 187; 
Bd. 44. S. 1; Bd. 52. S. 254. 
**) Vgl. G. A. II. 330-340. 
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daher nur das Parallelogramm ^ und da dasselbe als Product 
seiner beiden Seiten darstellbar ist; so genügen für unsere 
Betrachtung zwei Strecken e^, e^, deren Product gleich 1 
ist, so dass . . . 

Es finden dann alle am Schlüsse der zweiten Äbtheilung an 
diese Formel sich knüpfenden Erklärungen und Gesetze Gel- 
tung. Nur ist (6162) jetzt eine Flächeneinheit 2*®"^ Stufe. 
Es ist also: 

^2 "== I ^1 5 

11^1 = I e2 = — e^. 
Da die Gesetze des Zeichens | dieselben sind, wie die 
des Factors i, so nehmen wir zur näheren Bestimmung der 
Strecken e^ und 62 beide Zeichen als identisch an, und Er- 
halten so die Formel: 

62 = * . ^1 5 

d. h.: die beiden Strecken e^ und 62 sind gleich lang und 
stehen aufeinander senkrecht (normal). Sie bilden ein Normal- 
systemy auf welches sich alle folgenden Rechnungen beziehen.*) 

Weiter hat man (^1 1 ^i) = 1; d. h.: das Froduct einer 
StrecTce und ihrer {zu ihr senkrechten) Ergänzung ist gleich 
der Flächeneinheit-^ (we^) | {pe^ = np(ei \ e^) = np, oder, 
wenn n = p ist: {ne^) \ {ne{) = w^; d. h.: das Produkt 
zweier heliebigen auf einander senkrechten Strecken ist die mit 
dem Products ihrer Masszahlen multiplieirte Flächeneinheit, 

Weiter ist {e^ \ 62) = 0, d. h. : das Product einer Strecke 
und der Ergänzung einer zu ihr senkrechten Strecke ist Null. 

Wenn , 

• a = a^e^ -jr «2^2; 

s^ 1^*- \a = a^e2 — cc2e^', 

^^^' (a I a> = «1^ ^ «32, 

statt (a I a) schreibt man a~, nennt a" das innere Quadrat 
von ö5, und + j/cc^^ + «2^ seinen numerischen Werth. 

*) Der in diesem Abschnitt behandelte Stoff bildet den Inhalt der 
sog. rechnenden Geometrie ^ in der es nur auf die numerischen Werthe 
der Strecken ankommt, und die, je nachdem Strecken allein, oder 
Strecken und Winkel den Gegenstand der Betrachtung bilden, in rech- 
nende Geometrie im engeren Sinne und in Trigonometrie zerfällt. 
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Wenn 



so ist: 
oder: 



[a 1 6] = «,/?,.+ «2/52 = [6 |ö^]. 



[(«1^1 + «2^2) I (/^l^l + §2^2)] = «l/*! [«1 I ^1] + ^2ß2\ßl I ^2]- 

ist «1 = /5j; «2 = /'2> sö folgt: 

(«1^1 + «2^2)" = («i«i)" + («2 «2)"; 
oder, wenn wir («1^1) = a^ 5 (^^2^2) = ^2 setzen: 

(«1 + Ö2rv= af + a^". 
Diese Formel drückt wieder den Satz des Pythagoras aus. 

Sind a und 6 zwei 
Strecken, die einen be- 
liebigen Winkel bilden, 
und 

a = «1 Cj + «2^2 =^ ^1 4" ^2> 

h = ßer, 

dann ist die Strecke a, 
die Projection von a auf 
61 nach 629 mithin ist: 

Da nun 

(a I ßj) = «j (ßj I ßj) + «2(62 I ^i) = «1 , 

so ist in der That a^ = a^ e^. 

Die Projection heisst normal, insofern Grundgebiet und , 
Leitgebiet zu einander normal sind. 
Bilden wir nun: 

[a I h] = a^ß, 

so haben wir den Satz: Das innere Prodiu^t zweier Strecken 
ist gleich dem Product aus dem numerischen Werthe der einen 
wnd dem der Projection der anderen auf ihr. 
Bilden wir weiter: 

(o + 5)^ = [(a + 6)|(a + 6)] 

= [« I o] + [a 1 6] + [H a] + [6 I 6] 

= a- + 2[a I 6] + J- = «2 + 2a^ß + /J»; 
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dann ist die Formel für (a -|- 6)- der Ausdruck des sog. 
.allgemeinen Pythagoras, und heisst, wenn y der nume- 
rische Werth von (a-^b), a derjenige von a, /3 der von 
h ist: 

Wenn a und 6 zwei zu einander senkrechte Strecken 153. 

sind, so dass 

' 6 = ai, hi = — a, 

dann sei: . , 

a . ^«I = ica + y6, 

wenn a sich um den Winkel a dreht, und 

«1 Rechte = a 

ist. Durch Multiplication der letzten Formel mit i erhält 

man dann : - . 

a^öfi+i = xai + ybij 

== xb — ya. 
Andererseits ist: 

6^al = ä;6 — ya. 

Die Aenderung, durch welche von den beiden Strecken 
des Normalsystems (a, b) die eine a in »a -{* yb, die andere, 



ils^ ' 'aj/ 



d'jc 



1«« 



«> 






v"<y 



JTÄ 



y« 



ee 



b in xb — ya übergeht, heisst drculäre Aenderung. Wie 
die Zmeafe Aenderung der Schiebung, so entspricht die, drcu- 
läre der Drehung, 

Da der numerische Werth von ai«i Eins ist, so ist: 

Zur Bestimmung von x und y beachten wir, dass 
ai'^^ = xn -{- yb = xa + yaiy 
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woraus folgt: 

i«! = X -{- iy. 
Ferner ist: 

1 = a?^ + y2 = (a; 4- iy) {x — iy)y 

und wenn man die untere Formel durch die obere dividirt: 

i— «1 = 0? — iy. 
Daher : 

2 a? =7= i«* 4" *" "S i, 2 y i= i"» — i"" •* ; 
endlich: ^ ^« " 

Man setzt nun: 

X = cos a ; y = sin a *) ; 

ausserdem: , , 

y : X e=stg a] a? : y = cot a . 

1Ö4. 6ei ai"i == «j; a^ = rca + y&; 

dann ist: [-„^ | a] = x[a | a] + y[6 | a] . 

Aber da b auf a normal, so ist [6 | a] = 0; femer: 

• [a I a] = a- = 1 , 

wenn a der Längeneinheit gleich ist; also: 

[a^ I a] = a? = cos a. 

Treten zu a^ und a resp. die Zahlenfactoren m^ und m^ so 
ist, wenn , , 

ffesetzt wird: „ , ^-, 

° [6^ I 6] = Wi m . cos a . 

Ferner ist: , . r \ i ^-l \ 

{aio) = x{aa) + yijba). 

Aber da (aa) = und (6a)~ = 1, so ist: 

Treten zu a^ und a noch wie oben die Factoren m^ und 

m, so ist 

H" K (^1 ^)" = wjj m . sin a . 

Demnach ist das innere Product zweier Strecken gleich dem 
Froduct ihrer numerischen Werthe und des Cosinus ihres 
ZunschenwinJcels] dagegen der numerische Werth des äusseren 
Productes zweier Strecken gleich dem Produ/d ihrer numerischen 
Werthe und des Sinus ihres Zwischenwinkels.**) 

*) Vgl. die ADmerkung auf S. 58. 
**) Vgl. G. A. I. S. 64. 
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Specielle Fälle: 



a. 



a; 



coß (aa) = [a I a] = 1 ; 

oder: cos 0=1: 

sin {aä) = (aa) = 0; 

sin = 0. 

Sei (; = rra + y6, und yaß resp. die 
numerischen Werthe von cab] dann ist: 

[a I c] == ;ra^; [a \ c] = ay . cos (ac); 

[6|c] = y/5^;' [6 | c] = /5y . cos (6c); 

folglich: 

xa? = «y cos (ac); y/5- = /Jy cos (hc)] 



a, =6; 

cos («&)•= [öt I &] = 0; 

cos(lB) = 0; 

sin (ah) = (ab) = 1; 

sin(lJB) = l. 



155. 



0? == — COS (ac); 



y 



und: 



y = J COS (6c); 



— = — COS (ac) + , COS {bc). 




156. 



Ist c = a;a + i/6; rf = ^^a + 2/i^) dann ist: 
cos (cd) = [c I cf] = rzJic^ -|- yj/j 

= cos (ac) cos (a(?) -|- cos (bc) cos (6e?). 

Für c = d' ist cos 0=1= cos^ (ac) + cos^ (6c). 

Für (cd) =1 ist cos (ac) cos (arf) -|~ cos (6c) cos (bd) = 0. 

Wenn a -(- 6 -}- c = 0, so ist: 157. 

ac + 6c = 0; 
(ac)- = (6c)-; 

a'y^ sin^ (ac) = ß^y'^ sin^ (&c)5 

a : /3 =:= sin (6c) : sin (ac). 

Diese Formel ist der Ausdruck des sog. Sinussatzes der Tri- 
gonometrie. 

Setzt man in der Formel 

(a + 6)- = a- + 2 [a I 6] + 6- 

fiir (a I 6) seinen Werth, und für a und 6 ihre numerischen 
Werthe, so folgt, wenn a + 6 = c ist: 

y'^ = a^ + 2aß cos (a6) + ß'^- 

als Ausdruck des sog. Prqjections- und des Cosinussatzes. 



oder: 
d. h.: 
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158. Ableitung der wichtigsten trigonometrischen Grundformeln. 

1) Aus den Formeln : x^-\- y- = 1] x = cos a ; y =^^ma 

folgt sogleich: 

cos^ a + sin^ «= 1 . 

2) Sei i^' == iCi + iy, ; i^* = ij?2 + ^^2) *"* "*"'*' = a? + iy; 
dann ist: 

folglich : 

X = x^x^ — yxyi\ y== 2/1^2 + ^12/2; 

oder: 

cos (a -|- /3) = cos « cos /3 — sin cc sin /3; 

sin (a -\- ß) = sin a cos ,/3 + cos a sin ß. 

3) Setzt man in den Ausdrücken: 

t" 4- ^— " 
cos a == — ^ 5 sin a 

( — a) für a, so folgt: 

cos (— a) = ^^-- 



sin (— «) == - 



2 





i«-t-« 




2 t 




COS a y 


__ 


— sin a. 



2i 

4) Setzt man in 2) ß negativ, so folgt: 

COS (a — ß) = C03 « cos /3 + si^ « sin /3; 
. sin (a — /5) = sin a cos /S — cos a sin ß. 

5) Setzt man in 2) x^=X2] y\=y2} also a = ß, 

so folgt: 

^ = ^1^ — 2/1^5 2/ = 2:riy,; 
oder: 

cos (2 a) = cos^ « — sin^ a; sin 2« = 2 sin a cos a . 

6) Da x^^ -}- i/j2 __. 1^ uQ^ nach 5) rcj^ — i/j^ = ä;, 
so folgt: 

oder: _ 

7/1 + cos (2 a) . -1/1 — cos (2 0) 

COS CC = y ^ ^ ^ ] sina = y --^ — '-, 

oder: 

^_ cc -, /l + cos a . a -,/l — cos« 

•'^^2 = /^ 2 5 amj^y ^ 

7) Setzt man in den Ausdrücken für cos a und sin cc 
statt a die Werthe 0, 1, 2, so folgt: 



— 123 — 

cos = „ == 1 ; sin = ~ = 0; 

COS 1 = — 4 — = —^r- =0; sm 1 = — —. — = -^ = 1 ; 

2 2' 2» 2* ' 

2 ' 2t 

8) Sei a = a?+y; ß^x—y, ^^^==x] -^^ = y; 
dann ist: 
cos « + cos /S = 2 cos a? cos y = 2 cos " 7"^ • cos " T"^ ; 

cos /S — cos a = 2 siD ic sin 1/ = 2 sin ""^ • sin *^ T"^ ; 

Sin « + sin p = 2 sm a; cos y = 2 sin — ~-^'' cos — r-^ ; 

sm a — sm p = 2 cos o; sm y = 2 cos — ^-^ • sm — — ^- 
Einige Formeln von den Winkeln des Dreiecks. — 159. 

1) « + /» + y = 2. 

sin« + sin/3 + siny = sin« + sin /3 + sin (2 ^ a — ß) 

^ t« - f-« 4- j/g -^ j-ß 4- i^-a-ß ^ i-2 + a + ß 
~ 2i 

2i 

^ (i" + 1) (J^ + D- (^•""+ 1) (^'-^ + 1) 

2i 

^ 2t 2 *.»« + /* 

2« «2 v2 -• 2 
. t . t . t . f 



L24-t VVi« . , 2A, 2 _^. 2 ) 



2» 



= 4 • COS -r- COS -^ 



a P * ^ -* 



2 2 2 

= 4 COS -TT COS -^ 



2 2 2 

r" ? + « + /? 2 — tt— /!? 
== 4 cos -| COS |- . * ^ = 4 cos y cos f cos -^- 
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2) a + ß + y = 4. — 
sin a + sin |S + sin y = sin cc -{- sin ß -\- sin (4' — a — ß) 

■ ^ ü. 

_ — (t° ~ 1) (ifi — 1) + (i~ ° — 1) (t~ /^ - 1) 

Sin -^ sin -^ sm -^ • 

M A A 

3)a + ^ + y = 2. — . 

(sin a + sin /J + sin y) (cos a + ^^^ /5 + c<^s y) 
= sin (a + /^) + sin (/3 + y) + sin (« + y) 

, sin 2a + sin 2 Ä + sin 2 y . , . ^ , 

-| ' — = sm a + sm ß -j- sin y 



+ 



2 

sin 2 a + sin 2 15 + ßi*^ 2 y 



2 

(sin a + sin /J + sin y) (cos a + ^^s ß -\- cos y — 1) 

= 2 . sin a sin ß sin y 

= 16 . sin y cos y sin ^ • cos y • sm y cos y ; 

also : a ß V 

cos a + cos j3 + cos y — 1 = 4 sin — sin ^ sin —^ : 

A A J 

und endlich: 

cos a + cos /3 + cos y = 1 -(- 4 sin -^ sin ^ sin ^ • 

A A A 

(Auch analog wie 1) abzuleiten.) 

160. Erweiterungen. 1) Gegeben seien drei Punkte Ä, B, C] 
ferner sei: 

^ + 5 = 2X3; B + C=2X^', G+A = 2X^. 
Ein Punkt sei so bestimmt ^ dass 

iO — Ä).ifi = {o — 0] {p — c).i^ = {0 — By, 

{0 — B).iY = (0 — A)] also: a + /} + y = 4. 
Dann ist: 

{0-Äy+io-B) = 2{0-x,y, 

(0-JB) + (0-C) = 2(0-X,); 
{0 — C) + iO — A) = 2(0 — Xj). 
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Ferner: 

(A-B)^(0-B)-iO-Äy, 

(B — C) = {0 — C)-{0 — B)] 
(C _ ^) = (0 — Aj— (O — C). 
Setzen wir nun: 

(0 - XO = x,; (0 - X,) = X,; (0 - X,) = x,) 
(C - ^) = 6; {Ä — B) = c; (B .— C) = a, 
so ist: • 



{0-Ä)-x,-^ 


-^2+ 2 


l{0-B)-x,--^ 


1 c 

-^3+ 2 


iO-C)==x,-± 


1 ^ 
«1+ 2 


folglich: 





Multiplicirt:- 

oder: „jc 

oder: 







4 



0; 



i CC * a ftü/2 ^ ^3 

Beachten wir nun, dass numerisch: 



a +" ^ +^ 



2 ^ -o 2 ' 2 

SO lautet die letzte Formel: 



|-:^3= tg-f, 



tg^ + tgl + tgX^tgf .tg-l-.tg^. 

2) Aufgabe, Zu beweisen: TFißww maw c?i*rcA eme Eclceu\, 
eines Parallelogramms eine Kreislinie legt, und aus derselben 
Ecke die Diagonale zieht , so ist das numerische Product ans 
der Diagonale und der in ihr liegenden Sehne gleich der Summe 
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der numerischen Producte aus den beiden anstossenden Seiten 
und ihren resp, Sehnenaischnitten.*) 

Seien ah die Seiten, c die Diagonale des Parallelogramms, 
T «1 6j q die entsprechenden Sehnen; 

/ d der aus der Ecke P gezogene Durch- 
messer; dann ist: 

c = a + 6; 

[c\d] = [a\d\ + [b\d\, 

und wenn die numerischen Werthe 
der Strecken mit den entsprechenden griechischen Buchstaben 
bezeichnet werden : 

yVi =««1 + ßßiy 

weil z. B. das innere Product aus c und d gleich d^m Producte 
der numerischen Werthe von c und c^ (der normalen Pro- 
jection von d auf c) ist. 
.g2 3) Aufgabe, Zieht man von einem Punkte P in der 

Peripherie eines Kreises Strecken nach n beliebigen Punkten 
A, B, C , , , und nach ihrem Mittelpunkte S, so ist das Pro- 
duct aus der Strecke P — S und der auf ihr liegenden Sehne 
das arithmetische Mittel aus der Summe der Producte • der 
Strecken P — A, P — B, ... und der zugehörigen Sehnen. 

Bezeichnen wir die von P aus- 
gehenden Linientheile P-4., PB, . . . 
mit a, 6, ...; dann ist: 

o_ A + B+ (7H 

n 




gp^A P + BP+CP + '^- ^ 



C oder: ^a + hj±^j^ 

n 



folglich, wenn wir die numerischen 
Werthe der Linientheile' mit den ent- 
sprechenden griechiischen Buchstaben 
bezeichnen : 



66, 



n 



w. z. b. w. 



*) S. G. Geometr. Analys. S. 26. 
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Verbindet man einen Punkt X mit dem Mittelpunkte 163j 
eines Kreises durch eine Gerade, welche den Kreis in den 
Punkten X^ und X^ schneidet, so heisst das Product der 
numerischen Werthe* von (X — Xj) und (X — X^) der 
Doppelabstand des Punktes vom Kreise.*) Also: 

ai = (X— Xj) (X~ X2). 

Ist Oj der Mittelpunkt und r^ der Radius des Kreises, so ist: 

X^ — Ol = r^; Ä- X., = r^] 

also: /'"^ \^^ 

«, = (X - 0, - r.) (X - 0, + r.) 

Wenn nun 0^, 0^, ... die Mittel- ( ^ 

punkte ; 7*2 , r.^, ... die Radien , und 
«2; «3j •.. die Doppelabstände -von X 
für andere Kreise bezeichnen, so ist: 

2: = aj «1 + a2a2 + ^3«3 H \x, 

= a, [(X - 0,)' - r,'] 

+ a2 [(X - 02)^ - ^2^] + 

Sei nun ein fester Pankt S an- 
genommen, so kann man setzen: \X 

{X - Or)~ = {X — S + 8-r- Orf 

= (Z - 8f + 2[(X -S)\{S - Or)-\ + {S- Orf; 

daher, wenn noch 

<ii + a»+ = a 

gesetzt wird: 

2;=a(X-Ä)^ + 2[(X-Ä) I (aS-a^O, -a,0, )] + ^ 

worin 

^ = ai(/S — OJ- + a^,{S — O2)- + •. • 

— Clin" — 02^2" — 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) a ^ 0. Dann kann man S so wählen, dass 
dS — a^Oi — CI2O2 — = 0, 

*) Vgl. G. A. IL 341—343. 
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d. h. dass S der MiUelpunht der Punkte 0^, Oj, . . . ist. 
Dann ist 

Die Vielfachensumme der Doppelahstände eines variablen 
Punktes von mehreren festen Kreisen erreicht ihr Minimum 
(oder, wenn a negativ ist, ihr Maximum), wenn der Punkt 
die Mitte zwischen den Mittelpunkten der Kreise bildet. Sie 
wächst um das Produd aus ihrer Coefßdentensumme und dem 
Doßpeläbstande des Punktes von dieser Mitte, wenn der Punkt 
sich daraus entfernt. 

2) a = 0. In diesem Falle ist 

eine Strecke. Sei a ihr numerischer Werth. Dann ist 

2;=2[(X — S) I a] + fi. 

Sei nun S^ eins solcher Punkt X, für welchen 27 gleich 
Null wird, dann ist: 

2[(Ä,-Ä)|a] + ^ = 0, 
oder: 

(Ä,-Ä)[a|o] = -f .a; 5,-5= f^, 

Nun wird: 

^= 2[(Z- 5, + Äi -. S> I a] + IL = 2[(X- Si) I a\. 

Hieraus folgt: Die Vielfachensumme wird Null, wenn 
der Punkt auf der in S zu a errichteten Senkrechten liegt. 
Andernfalls ist sie gleich dem doppelten Produkt aus dem 
numerischen Werth der Strecke a und dem Abstände des 
Punktes von dieser Senkrechten, 

Ist endlich a = 0, so ist 2J=ii, also constant. 

Sind insbesondere die Radien der Kreise alle gleich 0, 
so verwandeln sich die Kreise in Punkte, ohne dass die For- 
meln sich wesentlich ändern. Der Doppelabstand ist dann 
das Quadrat des einfachen Äbstandes. 

Rücken dagegen die Mittelpunkte der Kreise in unend- 
liche Entfernung, so geht die Kreislinie in eine Gerade über, 
der Abstand X — Xj wird unendlich gross; d. h. er kann 
für alle Kreise als gleich angesehen, und es kann 2J durch 
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ihn dividirt werden. Dann ist der Doppelabstand der ein- 
fache Abstand des Punktes von der Geraden, und 

«i = (X~ Xj). 

Nehmen wir auf der Geraden eine der Längeneinheit gleiche 
Strecke a an^ so ist 

a, = (X — Xj) öf'i = Xa^ — Xj «1 = Xaj . 
Analog: 

«2 = (X — X2) öfj = Xör., — Xja.» = Xfloj 
also : 

2J= a^Xa^ + <^2^^2 + • • ' = («^1^1 + ^h^'2 + * * -^^ 
oder, wenn ajöi + ^2% + ' * ' = ^^ ^^*' 

2:=a(aX), 

d. h.: Die Vielfachensumme der Abstände eines variablen 
Punktes von festen Geraden steht in constantem Verhältnisse 
zu seinem Abstände von einer bestimmten festen Geraden, 

2. Zusammengesetzte Grössen. 

Einfache Grössen wurden oben diejenigen genannt, welche ig4. 
als Producte von Grössen ersten Grades erschienen. Solche 
Grössen waren: im Gebiete des Punktes die Punktgrösse; 
in dem der Geraden: Strecke und Linientheil; in dem der 
Ebene: Parallelogramm und Flächentheil. — Dagegen wurden 
die Curven sammt den von ihnen begrenzten Theilen der 
Ebene noch nicht unter dem Gesichtspunkte der Grösse be- 
trachtet. 

Auf diesen Standpunkt gelangen wir durch eine Ver- 
allgemeinerung der Begriffe,*) 

Sei nämlich ein einfacher Punkt X bestimmt, durch die 
Gleichung: 

X = ^ßj + ye., + ze.^y wo .?; + y + ^ = 1 ; 

dann ist: . 

j8f == 1 -^ X — y\ 

X = x{e^— 63) + j/(e^— C3) -1-^3. 
Nimmt man nun an, dass die Strecken {e^ — e^ und 
(^2 — ^3) senkrecht auf einander stehen, so sind x und y die 
rechtwinkligen Coordinaten von X; jedem Werthepaare von 



•) Vgl. G. A. II. 393. 

Schlegel, Syst. d. Ranmlohre. 



n 
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X und y entspricht ein bestimmter Punkt X, und alle Punkte 
X, deren Coordinaten einer Zahlengleichung vom Grade n 
genügen, liegen auf einer Curve vom Grade n. 
Sei nun 

diese Gleichung; dann heisst ^(x, y) eine Function von x 
und y, und ist eine Grösse, welche für beliebige Werth- 
gruppen der constunten Zahlen stets bestimmte Werthe hat. 
Ist nun zunächst ^{Xj y) eine Function ersten Grades, 
also von der Form: 

%{x,y) = ax + iy + c] 

dann ist %{x, y) in ganz analoger Weise aus den Grössen 
Xj «/, 1 vermittelst der Zahlen a, i, c abgeleitet, wie X aus 
den Grössen *^i, e.^, e^j mittelst der Zahlen x, y, z. — Die 
Function %(x^ y) heisst nun diejenige Function, zu welcher 
die Curve 1^^" Grades (Gerade) gehört, deren Coordinaten 
der Gleichung ^{x^y) = genügen. 

Ist allgemein g(:r, y) eine Function n^®° Grades, dann 
ist %.{Xy y) aus den einzelnen Functionen von x und y ab- 
geleitet, d. h. aus den Producten ihrer Potenzen. Diese 
Producte kann man nun als ursprüngliche Einheiten be- 
trachten, vom Grade der Summe ihrer Exponenten. Diese 
Einheiten sind in der That von einander unabhängig, da 
die Gleichung %{x, y) = für jeden Werth von x und y 
nur dann befriedigt wird, wenn alle Coefficienten Null sind. 

Es ist nun %{Xj y) eine einfache Grösse, wenn es als 
Vielfachensumme der einfachen Einheiten x, y, 1 darstellbar 
ist-, d. h. wenn es eine Function vom 1^^" Grade ist; dagegen 
eine zusammengesetzte Grösse, wenn es als Vielfachensumme 
der Producte dieser Einheiten erscheint. 

In gleichem Sinne heissen nun auch die zur Gleichung 
^ {x, y) = gehörigen Curven entweder einfach oder zu- 
sammengesetzt. 
1G5. J)ie Kreisfunctionj^ — Die erste der zusammengesetzten 
Functionen in Bezug auf die Einfachheit der durch sie dar- 
gestellten Curve ist die Kreisfunction. Sie ist ein specieller 
Fall der allgemeinen Function 2'«" Grades: 

*) Vgl. G. A. H. 394—399. 
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ax'^ + hif -\- cxy -^ dx -\- ey -^ f, 
und. hat die Form : - 

{^' + f') + ßx + ry + s, 

ist also aus den vier Einheiten (^^ + J/^); oc, y, 1 ableitbar. 
Sie heisst a-fach, wenn das erste Glied noch den Coefficienten 
a bei sich hat. 

Statt aus den vier Einheiten kann jede Kreisfunction 
aus vier anderen Kreisfunctionen abgeleitet werden. 

Wenn P(^i, yj ein beliebiger Punkt der Ebene, der 
Mittelpunkt eines Kreises, und r sein Radius ist, so ist der 
Doppeldbstand des Punktes vom Kreise, wie wir oben sahen, 
gleich ^p __ ^^, _ ^, 

Aber wenn X(^, y) ein variabler Punkt, so ist: 

%{x,y) = {X-Of-r^ = 

die Gleichung' des Kreises, auf dem X liegen muss. Folglich 
ist der Doppeldbstand des Punktes Paueh ausgedrückt durch: 

Wenn g^, g.,? 33 ^^^^ Kreisfunctionen von x und y sind, 
und Xj, ^2, Xg die Kreise, deren Gleichungen J5j = 0, J^., = 0, 
^3 = 0; wenn dann 

§3 = «1 3l + «2 S-> («1 + «2 = 1) 

ist, so haben die Kreise x^ und x.j^ zwei Durchschnittspunkte, 
deren Coordinaten durch das System g, = J^., = bestimmt 
sind. Dann ist aber auch gg = 0; d. h. der Kreis tc^ geht 
durch dieselben beiden Durchschnittspunkte. Hiernach haben 
drei Kreise, welche in einer Zahlbeziehung stehen, zwei Ptmlcte 
gemmisam. Auch haben sie eine Ge^^ade gleichen Doppel- 
abstandeSy deren Gleichung 55i — 8*> = ^ ^s^? woraus auch 

3-2 - 33 = folgt. 

Wenn zwei Kreise (g^ = 0, g., = 0) gleichen Doppel- 
abstand von irgend einem Punkte haben sollen, so ist für 
diesen Punkt: 

5i = ^21 o^ier: gj — g, = 0. 
Da in dem Ausdruck g^ — g., die quadratischen Glieder sich 
heben, so stellt die Gleichung gj — g^ = eine Gerade vor. 
Ztvei Kreise haben also stets eine Gerade gleichen Doppel- 
ab Standes, 

9* 
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Kommt noch ein dritter Kreis (83 = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System ^^ — ?52'='^5 
82 — 83 = ö ^^^^ Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen PtmJct gleichen 
Doppelah Standes. 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

%4 = «1 ?5t + «2^-2 + «3?^3 («1 + «2 + «3 = 1) ; 

SO ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

Sl? 82; ?S3- 

folglich auch: 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben Punkt gleichen Doppelabstandes, 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstand von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv; A liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von Ä die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um A einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen A innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von A in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch A halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes A von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch A 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um A mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 
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imaginär =rj/ — 1 ist; während Ä der Mittelpunkt bleibt, 
und erl9.ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (und nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von einem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet 3^^*^ 
Stufe dar, während das Gebiet 2^®^ Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde."*) 



b) Vereine von Grössen. 

31. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. — Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisches und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heisseu ein FunMepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar. — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden (Ä, C), (J?, D) heissen a7i- 
harmonisch, wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 

besteht: 

[BA) _ (DA), 



oder : 



(BC) 
(BA) 



m 



= m 



{DC) 

(BC ) 
{DC) 



{DA) 

Ist E ein Punkj; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 

B{AE) 




oder: 



{BC) 

B{AE) 
B{AE) 



n (AE) 

{BC) 



= m 



{DC) 



*) G. A. n. S. 271. 



Utose OJt'ichuugeii ' 



^_^^^ _j bestehen also, wenn B, C, D drei 

Tunkte auf ein er' "Geraden sind, und {AE) eine schneidende 
Cierude. 

Ist F ein zweiter Punkt ausserhalb der Geraden, so ist: 

■j B C D B\'C'F) — ^^^-D{CF)' 

- -^ ■ / ■-— /^- ,' oder: 

.' ■ / B{Äi;] _ B (CF) 

./ D{AE)~ "^' D{CF)' 

Diese Gleichungeu bestehen also, 
y-Q wenn B und B zwei Punkte, {ÄE) 

/.' \ und (GF) zwei Geraden in dersel- 

ben Ebene sind. 
rS. Sei ein beliebiger Punkt ausserhalb der Geraden, so ist; 

[OB)[OA) {OI>)(p_A) 

{OB) (ÜÖ) " (OD) {.OC)' 

Sind nuu .a, ß, y, d die numerischen Werthe der Linien 
(0.4), (OB), {OC), (OD), und a, b, c, d die durch sie 
bestimmten Geraden, so kann man für die letzte Gleichung 
schreiben : 

«p. ein (6a) ^ tcS . Bin (da) 

^y.ainibc) ' 7 Ä . sin [rfc) ' 

«de>-= .u,i,a-)_ ünißa)_ 

Bm{bc)-"\in{dc) 
Zwei durch denselben Punkt gehende Linienpaare, welche 
diese Bedingung erfüllen, heissen ankarmonisch. 

Da die Bediugungsgleichung für die Änharmonie der 
Punkte von dem Punkte 0, uud diejenige für die Änharmonie 
der Linien von der gegebenen Geraden unabhängig ist, so 
hat mau die Sätze: 

Die Geraden, ivelcM vier an- . Bie funlcte, in denen vier an- 
haniionischc PunJitc mii einem harmonische Geraden von einer 
heliehigcn Paiikle der Ebene ■ heliehigen Geraden in der Ebene 
verbinden, sind anharmonisch gesehmUen werden, sind anhar- 
in tlemsdhen Verhältnisse. ■ manisch in demselben Vcrhält- 

, nisse. 
Ist m '= — 1, so wird das anharmouische Verhältniss 
harmonisch genannt. 
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Wenn (BA) __ _ (DA) 169. 

{BC)~ {DC)' 
so ist auch: 

{B -A)__ (D-A) 

oder, wenn wir diese Quotienten mit A bezeichnen: 

{B — A) = l(B— C); {A — D) = k{D — C), 

oder : 

i? (1 _ A) = .1 — A(7; J5 (1 +.A) = ^ 4- AC, 

endlich : 

jj A — XC j, A + kC 

^ = -i-r5 ^= i + x • 

Betrachten wir nun das Paar {A, C) als gegeben, und 
{By D) als gesucht, so entspricht jedem Werthe A ein Paar 
(i?, D); d. h.: Zw einem gegehenefi Ftinktepaare gieht es be- 
liebig viele harmonische, — Nur, wenn A = 1, d. h. 2) = -^ 

ist, wird B unbestimmt, und rückt in unendliche Entfernung, 
weil dann (B — J.) = (JB — C) sein soll. 

Vertauscht man die Differenzen der Punkte mit den 
Quotienten der gleich bezeichneten Richtungen, so erhält 
man aus (b : d) = {b : cY ; (a : d) == (d : cY den entsprechen- 
den Satz: Zu einem gegebenen Linienpaare giebt es beliebig 
viele harmonische. Und wenn A = 1 ist, verwandeln sich 
die Formeln 

b = j/{a : c^) ; d = /(a . c^) 

b = j^(a : c) '^ d = ya . c , 

d. h, : (/ halbirt den Winkel {ac) und b ist unbestimmt. 

Wenn also die Gerade d den Winkel {ac) halbirt, so 
ist die vierte harmonische Linie unbestimmt. 

Soll das Paar {B , D) nicht nur mit (A, C), sondern 1 70. 
auch noch mit (E, F) harmonisch sein, so tritt zu der ersten 
Gleichung die zweite hinzu: 

(BE Y_ {BE) _ 
{BF) ~ {BF) ~ ^' ■ 

Beide Gleichungen geben zusammen folgende Werthe 
für B und D: 

1 — Z- "~ 1 — fi ' r+"x i + fi 
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Kommt noch ein dritter Kreis (gj = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System ^^ — ^2=0; 
82 — B3 = •den Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen JPtinht gleichen 
Doppel ah Standes. 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

S4 = «1 Si + «2 8-2 + ^:i%^ («1 + «2 + «3 = 1) ; 
so ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

Sl? B2; S*3- 

81=82 = 835 

folglich auch : ^ 

04 — Ol 5 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben PunM, gleichen Doppelabstandes, 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstand von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv; Ä liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von Ä die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um u4. einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen Ä innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von Ä in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch Ä halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes A von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch A 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um A mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 
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imaginär =rj/ — 1 ist; während Ä der Mittelpunkt bleibt, 
und erlo^ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (and nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von miem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet 3^*^»' 
Stufe dar, während das Gebiet 2"^^^ Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde."*) 

b) Vereine von Grössen, 

?l. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. — Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisehes und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heissen ein Funktepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar, — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden (A, (7), (J?, D) heissen an- 
harmonischj wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 
besteht: 



oder : 



jBÄ) 
{BG) 

(BA) 



= m 



m 



(DA)^ 
(D C) ' 

(BC) 



(DA) "" {DC) 

Ist E ein Punk^; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 

B(A£]) 




^JZ. 



oder: 



{BC) 

BjAE) 
B{AE) 



= m 



= m 



D (AE) 
"{DGJ 

(BC) 
{DC)' 



*) G. A. IL S. 271. 
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Kommt noch ein dritter !Kreis (gg = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System g^ — ^^=0; 
82 — Bs = .den Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen Punkt gleichen 
Doppelabstandes, 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

^4 = «1 ?5l + «2?^2 + «^3^3 («1 + «2 + «3 = 1) ; 

SO ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

Su 82, 5-3: 

??i = 82 = 83; 
folglich auch: ^ ^ 

m = öl ? 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben Punkt, gleichen Doppelabstandes, 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstaud von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv; Ä liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von Ä die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um Ä einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen Ä innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von A in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch Ä halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes Ä von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch Ä 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um A mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 
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imaginär =rj/ — 1 ist, während A der Mittelpunkt bleibt, 
und erl9,ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (und nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von eifiem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet S^'^^ 
Stufe dar, während das Gebiet 2^^*' Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde."*) 

b) Vereine von Grössen. 

31. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. ~ Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisches und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heissen ein FunMepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar, — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden (Aj C), {B, D) heissen an- 
harmonischj wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 
besteht: 



oder : 



jBA) 
ißC) 

(BÄ) 



= m 



= m 



{DA), 
(D C) ' 

(BC) 
{DCi 



{DA) 

Ist E ein Punkj; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 

B(AE) 



^M 




oder: 



{BO) 

B(AE) 
D{AE) 



= m 



m 



D jAE) 
{DG) > 

{BC) 
[DG)' 



') G. A. IL S. 271. 
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Kommt noch ein dritter Kreis (§3 = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System ^^ — ^^=0; 
3-2 — ^3 = -^^^ Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen Ptmht gleichen 
Doppelabstandes, 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

84 = «1 Sl + «282 + ^^3^3 («1 + «2 + «3 = 1) ; 

so ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

Sl? 82; ^^3^ ^ ' 

folghch auch: ^ o: . 

04 = Ol 7 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben Punkt, gleichen Doppelabstandes. 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstaud von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv; Ä liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von Ä die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um u4. einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen Ä innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von Ä in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch Ä halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes A von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch A 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um u4 mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 
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imaginär = rj/ — 1 ist, während A der Mittelpunkt bleibt, 
und erl9,ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (und nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von einem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet 3^®'* 
Stufe dar, während das Gebiet 2^^^ Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde."*) 



b) Vereine von Grössen. 

?l. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. — Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisches und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heissen ein Punktepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar. — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden (A, C), {Bj D) heissen an- 
harmonischy wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 

besteht: 

[BA) _ (DA)^ 



oder : 



{BC) 
(BA) 



m 



= m 



(BC) 



(DA) {DC) 

Ist E ein Punkj; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 




B(AE) D{AE) 

^ ^ == m * --7-1 



oder: 



[BC) 

B(AE) 
D(AE) 



m 



{DG) > 

(BC) 
{DG}' 



* 



) G. A. IL S. 271. 
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Kommt noch ein dritter Kreis (5.3 = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System g^ — (^2=^? 
Si — 83 = «den Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen PunM gleichen 
Doppelahstandes. 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

84 = «1 Bl + «2 1^2 + «3R3 («1 + «2 + «3 = 1) ; 

so ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

3l? ^2; 83- ^ ' 

??!= 52 = ^3; 

folglich auch: ^ ^ 

04 = Öl 5 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben Funkt gleichen Doppelabstandes. 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstand von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv 5 A liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von A die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um A einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen A innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von A in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch A halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes A von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch A 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um A mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 
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imaginär = r]/ — 1 ist, während Ä der Mittelpunkt bleibt, 
und erlo^ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (und nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von einem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet 3^^*^ 
Stufe dar, während das Gebiet 2^®^ Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde/^*) 



b) Vereine von Grössen. 

31. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. ~ Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisclies und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heissen ein Pmiktepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar. — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden {A^ C), {JB, D) heissen an- 
harmonischj wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 

besteht: 

{BA) {DA) 

= ni • • 

{BC) ^'^ (DC)' 

oder : 



(BA) 



= m 



iB_C) 
IDC) 



{DA) 

Ist E ein Punkj; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 

B{AE) 




oder: 



{BC) 

BjAE) 
B{AE) 



m • — 1 



= m 



D {AE) 
'(DG) ^ 

(BC) 
{DG)' 



*) G. A. IL S. 271. 
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Kommt noch ein dritter Kreis (§3 = 0) hinzu, der die- 
selbe Bedingung erfüllen soll, so stellt das System ^^ — ^2=^5 
Si — 83 = -^^^ Durchschnittspunkt zweier Geraden vor. 
Folglich haben drei Kreise stets einen Punkt gleichen 
Doppel ah Standes. 

Wenn vier Kreise in einer Zahlbeziehung stehen, so dass 

^4 = «1 Sl + «2S2 + «3^3 K + «2 + «3 = 1) ; 

SO ist für den Punkt gleichen Doppelabstandes zwischen 

Si? 82; rts- 

??l == ^2 = 835 

folglich auch: ^ ^ 

04 = öl 5 

d. h.: vier Kreise, die in einer Zahlbeziehung stehen, haben 
denselben Punkt, gleichen Doppelabstandes, 
166. „Wenn der Punkt A des gleichen Doppelabstandes von 
vier Kreisen ausserhalb eines der Kreise liegt, so ist der 
Doppelabstand von diesem Kreise gemäss der Definition 
positiv, also auch der Doppelabstand von den übrigen Kreisen 
positiv; Ä liegt dann zugleich ausserhalb der übrigen Kreise. 
Zieht man von A die Tangenten an die vier Kreise, so 
müssen diese gleich sein, weil für jeden Kreis das Quadrat 
der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande dieses Punktes ist. Schlägt man also 
um Ä einen Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten 
ist, so werden alle vier Kreise von diesem letzteren Kreise 
senkrecht geschnitten. — Liegt hingegen Ä innerhalb eines 
der Kreise, so muss es auch innerhalb der anderen liegen. 
Zieht man dann von Ä in irgend einem der Kreise diejenige 
Sehne, die durch Ä halbirt wird, so ist das Quadrat der halben 
Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes Ä von diesem 
Kreise; zieht man also in allen vier Kreisen die durch Ä 
halbirten Sehnen, so müssen diese alle einander gleich sein. 
Schlägt man endlich um A mit der halben Sehne s einen 
Kreis, so wird dieser Kreis von jedem der vier Kreise im 
Durchmesser, d. h. so geschnitten, dass die beiden Durch- 
schnittspunkte die Endpunkte eines und desselben durch diesen 
Kreis gezogenen Durchmessers sind. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis 
als einen senkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius 



133 



imaginär =rj/ — 1 ist; während Ä der Mittelpunkt bleibt, 
und erl9,ngt dadurch den^ Vortheil eines gemeinschaftlichen 
Ausdrucks. Unser Satz würde dann so lauten: Vier Kreise 
stehen dann (und nur dann) in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander, wenn sie von einem Kreise senkrecht geschnitten 
werden, und zwar ist der Mittelpunkt dieses Kreises der 
Punkt des gleichen Doppelabstandes von irgend dreien der 
vier Kreise, und der Radius gleich der Quadratwurzel dieses 
Abstandes. Wir können dies auch so ausdrücken: Das aus 
drei Kreisen ableitbare Gebiet ist die Gesammtheit der Kreise, 
welche von einem und demselben Kreise senkrecht geschnitten 
werden. In diesem Sinne stellt also der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreisen erzeugbare Gebiet S'®*" 
Stufe dar, während das Gebiet 2^^** Stufe durch einen Verein 
zweier Punkte dargestellt wurde."*) 



b) Vereine von Grössen. 

31. Vereine von abhängigen Grössen. 

a. Mit beschränkter Gliederzahl. — Punktepaare und Linienpaare. 

1. Anharmonisches und harmonisches Verhältniss. 

Zwei Punkte auf einer Geraden heisseu ein PunMepaar, i67. 
zwei Geraden, die durch einen Punkt gehen, ein Linienpaar. — 
Zwei Punktepaare auf einer Geraden (.4, (7), {B, D) heissen aw- 
harmonischj wenn zwischen ihren 
Verbindungslinien die Gleichung 
besteht: 



oder: 



jBA) 
ißC) 

(BA) 



(DA) 



= m 



(BC) 



{DA) {DC) 

Ist jE7 ein Punkj; ausserhalb 
der Geraden, so ist: 

BiAE) 




oder: 



[BC) 



m 



D{AE) 



« 



B{AE) ~ "* 



{DG) ' 

{SC) 
{DC)- 



*) G. A. ir. S. 271. 



-^ 146 — 

3) (XÄbCdX) = b^] oder (XAbCdXb^) = 0] d. h.: 
die Punkte (XÄbCd) und X liegen auf der Geraden 6^. 
Daher ist auch {XÄbCdbi) = oder {b^dCbAX) = 0-, 
d. h.: X liegt auf der Geraden {b^dCb^f). Da X aber auch 
auf bi liegen soll, so ist es der Durchschnittspunkt dieser 
beiden Geraden; d. h. X^ {b^dCbÄb^}, 

Hiernach siud die vier Punkte J., {bd), {AGd), {b^dCbAbj^ 
Mittelpunkte des Kegelschnittbüschels. — Man kann also sagen : 
Alle Geraden, welche durch einen festen PunM gelegt werden 
können, bilden einen Büschel 1*®"^ Ordnung, alle Kegelschnitte, - 
welche durch vier feste Punkte, gelegt werden können, einen 
» Büschel 2*®"^ Ordnung. 

179. Vertauscht man in der Darstellung der vorigen Nr. die- 
selben Gegenstände, wie in Nr. 177, so gehen die Curven 2*®*^ 
Ordnung in Curven 2^®^ Klasse über, und die vier festen 
Mittelpunkte in vier feste Tangenten. — Die Verallgemeine- 
rung dieser Theorie auf Curven höherer Grade s. in den 
Grassmann 'sehen Schriften.*) 

93. Vereine von beliebigen Grössen. 
1. Ein Verein. 

180. Wenn ein Punkt X aus drei Punkten e^ e^ e.^ mittelst 
der Zahlen Xy y, z abgeleitet ist, sodass 

X = xe^+ ye^ + ^e^, {e^ e.,e^ = 1 , . 

und wenn zwischen den Zahlen Xy y, z eine homogene Glei- 
chung 1*«» Grades (g = 0) besteht, so liegen alle Punkte X, 
deren Coordinaten dieser Gleichung genügen, auf einer Ge- 
raden. 

Denn sei 

% = aX'^byArCZ = Q, 

so erhält man durch Multiplication der ersten Gleichung mit 
einer unbestimmten Grösse A: 

folglich : 

(AX) = 0; (Aej) = a; (Ae2) = fe; (Ae3) = c. 
Da nun a, b, c Zahlen sind, so muss A ein Linienthieil 

*) Cr eile's Journal. Bd. 42. S. 193. 
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sein; dann aber sagt die Gleichung (AX) = 0, dass X auf * 
einer Geraden liegt. 

Seien nun drei solcher Gleichungen gegeben: 

gi=0; ^2 = 0; 83 = 0. 
Dann lässt sich g aus den Functionen g^, gj? %z vermittelst 
der Zahlen x^y x^, x^ ableiten, so dass 

% = ^iSi + ^2^2 + ^383^ (^1 + ^2 + ^3 = 1)- 

Jedem Werthsystem der Zahlen rr^ , X2, x^ entspricht nun ein 
Werth von g, d. h. eine besondere« Gleichung g = 0, und 
eine durch diese Gleichung bestimmte Gerade. — Aus den 
drei Geraden, deren Gleichungen g^ = 0, gg = 0, ^3 = 
sind, lassen sich also alle Geraden der Ebene ableiten. 

Besteht aber zwischen den Zahlen x^, x^, x^ eine Glei- 
chung 1*®" Grades; dann reduciren sich die durch g dar- 
gestellten Geraden auf diejenigen, deren Coordinaten dieser 
Gleichung genügen. 

Bestehen ferner zwischen diesen Zahlen zwei Gleichungen 
vom 1**"* Grade, so sind dieselben vollkommen bestimmt, und 
g = stellt eine Gerade dar. 

Bestehen endlich zwischen diesen Zahlen zwei Gleichun- 
gen vom n*®° Grade, so ist jede der Zahlen w-fach bestimmt, 
und g = stellt einen Verein von n Geraden dar. 

2. Mehrere Vereine, 
a) Allgemeine Beziehungen. 
Wenn j? = aa + /36 + yc I81. 

und p^ = aa^ + Z'&i + y<^i 

zwei Grössen vom l*«^" oder 2*®** Grade sind, so heisst der 
Verein der Grössen ahc verwandt mit demjenigen der Grössen 
a^biC^, und zwar direet verwandt, wenn j) und ^^ Grössen 
von gleichem Grade sind, reciproJc verwandt im anderen 
Falle.*) — Zu jeder aus abc abgeleiteten Grösse p giebt es 
nun eine entsprechende aus a^ 6j c^ abgeleitete ; und es heisst 
allgemein der Verein aller Grössen p verwandt mit dem 
Vereine aller entsprechenden Grössen p^. 

*) Vgl. G. A. I. § 157. 159. II. 401. 402. 

10* 
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182. Seien nun pqr s vier Grössen des einen, und jjj q^ r^ s^ 
die entsprechen^den Grössen eines verwandten Vereines. Dann 
besteht zwischen ^ g r 5 jedenfalls die Zahlbeziehung: 

Xp -{- iiiq-\- vr '\- QS = 0, 
oder: /i • i • \ 

Da nun aber zwischen a, b, c keine Zahlbeziehung be- 
steht, so sind die Coefficienten dieser Grössen einzeln Null. — 
Bildet man nun deh Ausdruck 

und drückt wie oben p^q^^r^s^ durch a^b^Ci aus, so sind die 
Coefficienten von a^b^c^ dieselben, wie die von abcj also 
gleich Null; folglich ist auch 

^Pi + l^ay+ ^n + 9h = 0; 
d. h.: jede ZaMbeziehung, welche zwischen Grössen eines Ver- 
eines besteht, existirt atwh zwischen den entsprechenden Grössen 
jedes verwandten Vereines, 

183. Seien 

h = ßA+ßi\ + ß,h 

zwei aus nicht verwandten Vereinen abgeleitete Grössen. 
Wenn wir dann die Grössen b mit passenden Factoren mul- 
tipliciren, so .wird es möglich sein, den Verein dieser neuen 
Grössen dem ersten verwandt zu machen. Sei nun 

Wenn dann 

^4 = «1^1 + «2^2 + «3^3 

sein soll, so folgt: 
folglich : 



^= 5-; «1^1 + ^; «2^2 + ^; «3^35 



1 Q *'^2 Q *^ 

pj = ~ • — -- • — 

und: 



^i = ^;«i; ^2 = 5-; «25 ^3=^; «3, 



ßi 02 ßs 

'*'1 cCi ^ ' 2 ^ ^4 ) ^3 ^ •*^4 • 

Die Grössen a? sind also bis auf einen constanten Factor, 
dem man einen beliiebigen Werth geben kann^ bestimmt, 
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Man kann also in einer Ebene einen beliebigen Verein 
von vier Grössen b mit einem beliebigen Vereine a dadurch 
verwandt machen, dass man die Grössen b, wenn es Punkte 
sindy mit passenden Zahlcoefßdenten versieht; wenn es aber. 
Strecken sindy in angemessener Weise dreht oder verlängert. 
Diese Veränderungen hängen alle von einer beliebig zu wäh- 
lenden Grösse x^ ab, und es sind die bei verschiedener Wahl 
von xl entstandenen Vereine unter einander ebenfalls verwandt. 

Da nun 

folgt, wenn man in dem Ausdruck für c^ alle c durch x und 
b, und »alle x durch x^ ausdrückt, so sieht man, dass über- 
haupt die Multiplication mit einem Factor x^ genügt, um 
den Verein der Grössen ^ mit demjenigen von a verwandt 
zu machen ; und da man diesen Factor gleich 1 nehmen kann, 
so folgt, dass man überhaupt in der Ebene jeden Verein von 
vier unabhängigen Grössen einem anderen Vereine von vier 
unabhängigen GrösBen verwandt setzen kann. Man hat also 
nur zu setzen: 

b) Besondere Beziehungen. 
a) Directe Verwandtschaften. *) 

Nehmen wir nun insbesondere an, x^ sei so gewählt, dass t84. 

4 

Cj = Äj 5 ^2 == ^2 5 ^3 '^^^ ^3 5 ^4 '^^ ^4 

wird, und bezeichnen diesen Factor x^ nun mit l. Dann 
ist A eine Grösse, welche einen Verein, dessen einzelne 
Grössen mit ihr multiplicirt werden, in einen verwandten 
Verein verwandelt. 

Wenn also (^1^2 63) und {B^s^a^ zwei Punktvereine sind, 

und 

^ = «1^1 + «2^2 + «3<^3; 

(> = «1*1 + «2^2 + «3*3 

ist, so kann man immer setzen: 

Die drei letzteren Gleichungen geben multiplicirt: 

*) Ygl. G. A. II. 390. Anm. 2, 
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A3 = 



(f , fj ^3^ 



Bezeichnen wir mit q die Zahl, welche den nwmm5cÄen 

WeyfÄ des Flächentheils («1^2 ^3) darstellt, wenn {e^e^e^ = 1 

ist: dann ist 

(A3) = q, 

worin {V) den numerischen Werth von P bedeutet. 
Da 

.(^^2^3) = «1(^1^2^3)5 ^d (p f 2 «3) = «1(^1 ^2 «3) = «! 2(^1 «2 ^3)» 
so ist: 

(rCjCa) = Y ((>f20; oder: ^^(rejea) = {qb^b^)-, 

d. h. : die Verwandtschaft besteht auch zwischen den aus (6,62^3) 
und {Bx^2^i) durch gleiche Zahlen abgeleiteten Grössen. 

Aus den verschiedenen Lösungen der Gleichung {P) = g 
ergeben sich nun verschiedene geometrische Verwandtschaften. 

Seien erstens die drei Wuredn der Gleichung ungleich^ 
und mit Aj A^A, bezeichnet. Dann ist die Gleichung (A^) = g 
erfüllt, wenn wir 

ßj A| = fj 5 62 A2 = f 2 7 ^3 '''3 °^^ *3 
setzen. Die Verwandtschaft der beiden ursprünglichen. Systeme 
heisst Affinität, diejenige der Geraden, welche durch die 
Linientheile (ejej) (^2^3) (^3^1) bestimmt sind, Coüinearität. 

Ist speciell q== 1, so heisst die Verwandtschaft Inhalts- 

f tj * p \ 

gleichheit. Es ist dann numerisch ; ■ ' ' = 1 . 

Anm. Von den drei Wurzeln XiXi^z i^t die eine reell, die beiden 
anderen imaginär. Dies deutet darauf hin^ dass räumlicli die Punkte 

e, und €, zusammenfallen. Dies thut jedoch der Allgemeinheit der 
durch uusre Bezeichnung dargestellten Verwandtschaft keinen Eintrag, 
da wir den Flächentheil {s^ «j ^3) in derselben Ebene durch Schiebung 
stets dahin bringen können, dass in seiner neuen Lage (Ei£2E3) der 
Punkt Et mit ei zusammenfällt. Zwischen den Systemen (Et £2 £3) und 
(«1 «2 ^3) besteht dann eine Verwandtschaft, die wir in Nr. 52. Congrnenz 
nannten, und weiter unten als einen speciellen Fall der luhaltsgleich- 
heit werden kennen lernen. 

Seien zweitens die drei Wurzeln der Gleichung gleich, 
und mit (A) bezeichnet. Dann ist die Gleichung (A^) = q 
erfüllt, wenn wir 



— 151 -^ 

setzen. — Die Verwandtschaft der beiden ursprünglichen 
Systeme heisst nun Aehnlichlceit 
Da jetzt auch 

(«1 — ^2) W = («i —^2); 
(^2 — ^3) W' == («2 — h) ; 
(ßz — ^1) W = (f , — ^3) 

ist; SO ist es ein charakteristisches Merkmal der Aehnlich- 
keit, dass das Verhältniss der numerischen Werthe zweier ver- 
wandten Strecken für jedes Streckenpaar dasselbe ist. Auch 
verhalten sich die Parallelogramme verwandter Streckenpaare 
numerisch, wie das Quadrat dieser Verhältnisszahl zu 1. 

Ist q negativ, so wird die Aehnlichkeit symmetrisch ge- 
nannt. Die Systeme liegen dann auf entgegengesetzten Seiten 
der £bene. 

Ist speciell q = l^ so heisst die Verwandtschaft Con- 
gruenz. Es ist dann numerisch: 

(gl H ^3) _ 1 

Wie nun die Aehnlichkeit als specieller Fall der Affinität 
(nämlich wenn die drei Wurzeln von q gleich sind) betrachtet, 
werden kann, so auch die Gongruenz als specieller Fall der 
Inhaltsgleichheit. 

Das Verhältniss der vier Verwandtschaften lässt sich 
daher durch folgende Zusammenstellung veranschaulichen: 

1. Affinität. 2. Aehnlichkeit. 

2. luhaltsgleichheit. 3. Gongruenz. 

Hierin bezeichnet jede_ höhere Nummer einen specielleu 
Fall der nächst niederen. 

Ist q negativ, so wird auch die Gongruenz symmetrisch 
genannt. 

Anm. Auch die Prqjection (s. S. 90) erscheint hiernach als eine 
specielle Art der Affinität. 

ß) Reciproke Verwandtschaften. 

Sind (a, 6, c) und (a,, 6,, Cj) zwei direct verwandte ips, 
Vereine, so nennen wir die Vereine (a, 6, c) und (| «j , | &i, | c^) 
reciprok verwandt. — Fallen insbesondere die beiden ersten 
Vereine zusammen (ein specieller Fall der Gongruenz, welcher 
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Identität heisst), so sind auch die Vereine (a, , 6,, c^) und 
(I ttj, I 6,; I Cj) reciprok verwandt. 
Da aus * 

r = a,ei + «2^2 + «^3^3 

^ ^- k = «1 I ^1 + «2 1 ^2 + »3 I ^37 

so erhält man einen reciproken Verein, wenn man in einem 
gegebenen Vereine die ursprünglichen Einheiten (folglich 
auch alle Grossen des Vereins) durch ihre resp. Ergän- 
zungen ersetzt. 

Hiernach entspricht jeder Art von directer Verwandt- 
schaft eine Art von reciproker. — Sind nun B und a zwei 
in irgend einer Weise reciproJce Vereine, und ist Ä der aus 
den Ergänzungen von a gebildete Verein, so sind B und A 
in derselben Weise dired verwandt, und Ä und a stehen in 
demjenigen Reciprocitäts- Verhält niss, welches der Identität 
' entspricht. 

Auf diese letzte Art der ßeciprocität, und auf eine directe 
Verwandtschaft lässt sich also jede Art der Reciprocität zurück- 
führen. 
186. Sind e^, e^, e^ drei Punkte in der Ebene, so sind ihre 
Ergänzungen die von je zwei Punkten begrenzten Linien- 
theile. Es ist also jeder Eckpunkt eines Dreiecks mit der 
gegenüberliegenden Seite reciprok verwandt, d. h. auch mit 
der durch diese Seite bestimmten Geraden. Es ist also 
auch jeder aus den Eckpunkten abgeleitete Punkt reciprok 
verwandt mit einer aus den Seiten abgeleiteten Geraden, z. B. : 



Ein Punkt, der mit den drei 
Eckpunkten durch drei gerade 
Linien verbunden ist. 

Drei durch die Eckpunkte 
gezogene Geraden, welche sich 
in einem Punkte schneiden. 



Eine Gerade, welche die 
dpei Seiten in drei Punkten 
schneidet. 

Drei auf den Seiten ange- 
nommene Punkte, welche in 
einer Geraden liegen. 



Wenn insbesondere die drei Geraden, welche das Dreieck 
bilden, durch denselben Punkt gehen, d. h. wenn jede Ge- 
rade mit dem reciproken Punkte zusammenfällt, so fallt 
auch jede abgeleitete Gerade mit dem reciproken Punkte zu- 
' sammen. 

Man kann also überhaupt drei Geraden, welche sich in 
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einem Punkte schneiden, reciprok setzen mit drei auf ihnen 
angenommenen Punkten , welche in einer Geraden liegen. 

Sind nämlich Ä und {OA), 
sowie B und (OB) als reciprok 
angenommen, und ist. 

.C=aÄ + ßB, 
so folgt: 

{OC) = a{OÄ) + ß{0£y, 

d. h. :• auch C ist reciprok mit C 

Hiermit sind nun auch die gegenseitigen Beziehungen 
zwischen Punktepaaren und Punktreihen einerseits, Linien- 
paaren und Stralenbtischeln andererseits auf den allgemeinen 
Begriff der Reciprocität zurückgeführt. 




Berichtigungen. 



S. 48 soll in Nr. 87 uud 88 die „beliebige feste Bichtong*' nicht v, son- 
dern r heissen. 
S. 94 in der Figur ist die Strecke SA mit h^ statt mit h zu bezeichnen 



Schlegel, Syst. d. Baumichre. 
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Verzeichniss der erklärten Ausdrücke. 



Nr. 

Ableitung 6 

— lineare 26 

Aehnlicbkeit 184 

— symmetrische . .184 
Aehnlichkeitspunkt . . . .137 
Aenderung, lineale 31 

— circuläre . . . .153 

Affinität 184 

Anharmonie 167 

Ausdehnung 2 

Berührung 96 

-Bewegung 1 

— doppelte .... 41 
a — einartige .... 41 

— entgegengesetzte . 3 

Centrale 172 

Centrum 89 

Collinearität 184 

Congruenz 184 

Coordinaten-Axen 132 

— -System . . 128. 132 

Cosinus 163 

Cotangens . . . ' 153 

Curve 146 

Curvenbüschel 178 

Diagonale 45 

Doppelabstand 163 

Drehung 34 

— entgegengesetzte . .71 

Drehungspunkt 34 

Dreieck 45 

— eingeschriebenes . . 95 



Nr. 

Dreieck gleichschenkliges . .91 

— rechtwinkliges ... 97 
' — umschriebenes . . . 105 
Dreiecke, ähnliche 137 

— congruente . . 107. 137 

— ergänzende . . . .112 

— symmetr. ähnliche . 99 

— symmetrische . \ . 92 

Dreiecksfläche 111 

Durchmesser 91 

Durchschnittspunkt .... 64 

Ebene .33 

Ebenenstreifen 39 

Ebenenwinkel 64 

Eckpunkt 45 

Einheit 1. Stufe ...... 8 

— 2. Stufe 32 

— 3. Stufe 142 

Ellipse 150 

Entfernung, zwischen Punkten 11 

— zwischen Geraden 41 

— zwischen Punkt u. 

Gerade. ... 41 
Ergänzung 32. 142 

Flächeneinheit . . . . . .142 

Flächentheil ....... 139 

Funktion 164 

Gebiet 4. 8 

Gebilde 1 

— ähnliche ..... 4 

— congruente .... 4 

— gleiche 3 
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Nr. 

Geometrischer Ort 144 

Gerade 9 

Geraden, liarmonisclie . . .119 

Gestalt 4 

Gleichung des Punktes . .144 

— der Geraden . . . 144 

Grenze 3 

Grösse *. . . 3 

— einfache 32 

— zusammengesetzte . . 32 
Grundsystem .132 

Halbirungslinie desParallelogr. 53 

— des Winkels . 83 

Halbirungspunkt . . ... 20 

Harmonie 168 

Hauptgebiet 143 

Höhe 94. 100 

Hyperbel 150 

— gleichseitige . . .150 

Identität 185 

Inhaltsgleichheit 184 

Involution 171 

Kegelschnitt 147 

Kreis 150 

— -ausschnitt 102 

— -bogen 89 

— -fläche 102 

funktion ....... 165 

linie 89 

Längeneinheit ...... 32 

Lage 5 

Leitsystem 132 

Linienpaare 167 

— anharmonische . . 168 

— harmonische. . .168 

— involutorische . .171 
Linientheil 29 

Mitte, harmonische 172 

Mittel, harmonisches . . . .172 
Mittellinie, im Parallelogramm 58 
Mittelpunkt, zw. Punkten 20. 410 



Nr. 

Mittelpunkt im Kreise ... 89 

— im Stralenbüschel 175 

— im <;!urvenbüs(;hel 178 
Mittelrichtung, im Winkel . . 83 
Multiplication, äussere ... 29 

— gemischte . .145 

— innere .... 32 

— planimetrische . 144 

— progressive . . 143 

— regressive . . 143 

— rein progressive 145 

— rein regressive . 145 



Normalsystem . . . 
Numerischer Werth 



. . 152 

32. 152 



Parabel 150 

Parallelität 39 

Parallelogramm 45 

Perspectivität 176 

Pol 172 

Polare 172 

Projection . . . '. . .132. 184 

— normale 152 

— progressive. . . .175 

— regressive . . . .175 
Projectivität ....... 176 

Proportion 137 

Proportionale, mittlere ... 99 

Punkt 1 

Punkte, harmonische . . . .119 
Punktepaare 167 

— anharmonische . 167 

— harmonische . .168 

— involutorische .171 

Punktgrösse 6 

Punktreihe 175 



Quadrat 



— inneres 



. . 45 
32. 152 



Radius 89 

Raute 45 

Rechteck 45 

Reciprocität 185 

Richtung. . , 4 
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Bichtung, entgegengesetzte 
— senkrechte . . . 



Schiebung . . 

Schneidang. . 

Secante . . . 

Sehne . . . . 

Seite . . . . 

Sinus . . . . 
Stralenbüschel 

Strecke . . . 

System . . . 



Tangens . . 

Tangente 

Transversale 



Nr. 
11 
69 

33 

64 

96 

91 

35 

153 

175 

11 

3 

153 

96 

115 



Umhüllung 103 



Verwandtschaft .... 
Viereck, eingeschriebenes 
Vieleck 



181 
93 
45 



Nr. 

Winkel 65 

— (nach Grösse), concaver 70 

— convexer 70 

— geschlossener .... 67 

— gestreckter 68 

— rechter 69 

— spitzer 70 

— . stumpfer ..... 70 

— (nach Lage), äusserer. 75 

— Centri- 89 

— innerer 75 

— • Peripherie- 93 

— (paarweiBe)anstos8ende 75 

— correspondirende . . 74 

— Gegen- .74 

— Neben- 73 

— Scheitel- 73 

~ verschränkte .... 74 

— Wechsel- . . . . . 74 

Zeiger 132 

Zweieck 26 



>»» ■■ < 



MAR171882 



■r 



• » < 



^\ 








M 



